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Введение. Компьютерное зрение — это быстро развивающаяся область искус-
ственного интеллекта, находящая применение в различных сферах человече-
ской деятельности: от картографии [1] и контроля качества [2, 3] до создания 
беспилотных систем [4, 5] и дополненной реальности [6]. Одной из задач ком-
пьютерного зрения является задача локализация объекта на изображении. Не-
смотря на множество разработанных подходов к ее решению, большинство из 
них не универсальны и требуют значительных вычислительных затрат. 

 Одна из подзадач локализации объекта — разбиение изображения на обла-
сти, потенциально содержащие искомый объект. Используемый во многих ра-
ботах механизм локализации основан на алгоритме скользящего окна [7]. Дан-
ный алгоритм осуществляет полный перебор множества возможных областей 
изображения. Можно предположить, что рекурсивный подход к разбиению 
изображения на подобласти с исключением из рассмотрения части подокон на 
каждом шаге рекурсии позволит сократить число рассматриваемых областей и, 
соответственно, уменьшить вычислительную сложность локализации объекта. 
Данный алгоритм разбиения с точки зрения оценки вычислительной сложности 
фактически построен по принципу «разделяй и властвуй» [8], заключающемуся 
в разбиении исходной задачи на подзадачи меньшего размера с последующим 
объединением результатов. 

Анализ сложности рекурсивных алгоритмов — одна из наиболее сложных и 
до конца не решенных проблем метрической теории алгоритмов [9]. Основны-
ми современными инструментами исследования сложности рекурсивных алго-
ритмов являются метод рекуррентных соотношений и теоретико-графовый ме-
тод исследования дерева рекурсии [9]. 



 К.А. Кивва, И.В. Рудаков 

34 ISSN 0236-3933.  Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 2     

Работы, в которых бы проводилась оценка вычислительной сложности ал-
горитма скользящего окна или оценка вычислительной сложности алгоритма 
рекурсивного разбиения изображения на подобласти, авторам неизвестны. Од-
нако хорошо известны методы оценки интеративных алгоритмов [8]. 

В настоящей статье оценивается сложность рекурсивного разбиения изоб-
ражения на области по сравнению со сложностью алгоритма скользящего окна 
и предлагается критерий, позволяющий определить, какой из алгоритмов имеет 
меньшую вычислительную сложность в каждом конкретном случае. 

Наиболее общий подход к решению задачи локализации объекта на изоб-
ражении — скользящее окно — заключается в прохождении сканирующим ок-
ном (различного масштаба) по всей плоскости изображения и определении для 
каждого конкретного положения такого окна наличия в соответствующей обла-
сти изображения искомого объекта [10]. Для проверки наличия объекта в рас-
сматриваемой области используются решения, применяемые в задачах класси-
фикации изображений, такие как нейронные сети [11], гистограммы ориенти-
рованных градиентов [12, 13], детектор Виолы — Джонса [14] и др. 

 Локализация объекта с помощью скользящего окна требует значительных 
вычислительных затрат на полный перебор всех возможных позиций и 
масштабов такого окна, что затрудняет локализацию объектов в задачах, 
имеющих ограничение на время обработки изображения, таких как обработка 
кадров видеопотока при наличии ограниченных вычислительных мощностей 
(например, при использовании встраиваемых систем и мобильных платформ). 

 Предлагаемый рекурсивный подход к локализации объекта на изобра-
жении. За основу предлагаемого подхода взята идея скользящего окна: рас-
смотреть все такие прямоугольные области изображения различного размера, 
которые могут содержать искомые объекты. Чтобы уйти от полного перебора 
всех вариантов расположения и размеров окна, предлагается разбивать область 
изображения на подобласти уменьшающегося размера рекурсивно, на каждом 
шаге отбрасывая подобласти, не содержащие ни одного экземпляра искомого 
объекта. Вариант подобного подхода приведен на рис. 1. 

 Основной задачей, которую необходимо решить при таком подходе к пере-
бору областей изображения, потенциально содержащих искомый объект, явля-
ется задача определения самого факта наличия искомого объекта в произволь-
ном месте каждой подобласти. Это позволит на каждом шаге разбиения отбра-
сывать области, заведомо не содержащие искомый объект.  

 Если на изображении искомый объект отсутствует вовсе, то в идеальном 
случае подобный подход позволит на первом же шаге разбиения, т. е. при рас-
смотрении самого изображения целиком, как начальной области, определить, 
что дальнейшего разбиения не требуется. 

 Остановить работу алгоритма разбиения (при наличии в рассматриваемой 
области искомого объекта) имеет смысл в двух случаях: если следующий шаг  
разбиения рассматриваемой области не выявил ни одной подобласти, содержа-
щей искомый объект, либо если дальнейшее разбиение приведет к получению 
подобластей, размер которых недостаточен по условиям поиска объекта. 
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 Рис. 1. Локализация объекта рекурсивным разбиением изображения на области 
 
Таким образом, алгоритм найдет те подобласти изображения (если они 

есть), которые содержат искомый объект (или несколько объектов). 
В случае, если определить факт наличия искомого объекта в произвольном 

месте некоей подобласти возможно лишь с некоторой вероятностью (способ 
определения вероятности зависит от реализации классификатора), то такое раз-
биение изображения может быть представлено в виде дерева принятия реше-
ний [15], как показано на рис. 2. 

 Оценка вычислительной сложности алгоритма рекурсивного поиска об-
ласти изображения, содержащей объект. Примем исходные размеры окна, 
равными размерам самого изображения M × N пикселей и, уменьшая на каждом 
из t шагов ширину и высоту окна в p и q раз, закончим рассмотрение (в худшем 
случае) окнами размерами 1 × 1 пиксель. Следовательно, число шагов измене-
ния размера окна t = logp M = logq N. 

 В худшем случае, во-первых, имеем шаги смещения подокна в окне по 
горизонтали и вертикали (обозначим их hm и hn) равные 1 пиксель, а во-вторых, 
как нетрудно заметить, если на последнем шаге размеры окон будут равны 1 × 1 
пиксель, то на предпоследнем — p × q пикселей, на шаге перед ним — p2 × q2  
и т. д. Число положений окна (i+1)-го размера в окне размера i-го равно 

 ( ) ( )1 11 1 ,t i t i t i t i
ic p p q q− + − − + −= − + − +   (1) 

где   , ,1i t=  при i = 1 имеем число подокон, рассматриваемых на первом шаге 
алгоритма. Полагаем, что i = 0 соответствует одному окну размером со всю об-
ласть изображения, которое не относится к данной формуле, поскольку такое 
окно не содержится ни в каком большем окне и, следовательно, говорить о ко-
личестве его положений в окне более крупного размера некорректно. 
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Предположим, что в худшем случае на каждом шаге рекурсивного разбие-
ния искомый объект обнаруживается алгоритмом не в одном окне, а в несколь-
ких, и/или изображение содержит несколько искомых объектов. Тогда после 
каждого шага разбиения (кроме последнего) для дальнейшего рассмотрения 
выбираются несколько подокон. Объект будет считаться найденным, если его 
присутствие обнаружено в данном окне и выполняется одно из двух условий. 

1. Окно, содержащее объект, имеет минимально допустимый размер. Для 
оценки сложности в худшем случае минимально допустимым размером окна вы-
бран 1 × 1 пиксель, что произойдет при i = t (1). В реальных задачах этот размер в 
основном будет больше, поскольку один пиксель малоинформативен для анализа. 

2. Размер данного окна больше минимально допустимого, но ни одно из его 
подокон не содержит искомый объект. 

 Таким образом, любая ветвь рекурсии остановится либо когда найдет объект 
в соответствии с приведенным критерием, либо когда ни одно подокно, предна-
значенное для рассмотрения на следующем этапе рекурсии, не будет содержать 
искомый объект. 

 Определим следующие величины [8]: вычислительные сложности случаев, в 
которых рекурсия останавливается (назовем такие случаи конечными); число под-
задач, получаемых при разбиении задачи на каждом шаге; вычислительную слож-
ность разбиения задачи на подзадачи; вычислительную сложность объединения 
результатов. 

 Вычислительная сложность конечных случаев полностью определяется 
сложностью анализа одного окна классификатором в целях определения наличия 

 Рис. 2. Локализация объекта рекурсивным разбиением изображения с учетом 
вероятностей нахождения объекта в окне  
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в нем объекта. Поскольку цель настоящей статьи — сравнить сложности алгорит-
мов скользящего окна и рекурсивного разбиения изображения вне зависимости от 
используемых классификаторов, применяемых к каждому окну, то примем слож-
ность конечных случаев равной O(1). 

 Число подзадач, получаемых на i-м шаге рекурсии, соответствует числу окон, 
потенциально содержащих объект, и предназначенных, таким образом, к даль-
нейшему разбиению. Обозначим это число ki. 

 Сложностью разбиения задачи на подзадачи можно считать сложность ана-
лиза всех подокон данного окна (для выбора потенциально содержащих искомый 
объект). Поскольку сложность анализа одного окна было решено принять равной 
O(1), то сложность анализа всех окон, полученных на i-м шаге, считаем равной 
 ( ) .i iD O c=  (2) 

 Сложность объединения результатов (параметров искомых окон) в худшем 
(с вычислительной точки зрения) случае равна ( ) ,iO r  где ri — число объектов, 
найденных на данном шаге. 

 Учитывая сказанное, определяем сложность алгоритма рекурсивного раз-
биения изображения на подобласти с отбрасыванием областей, заведомо не со-
держащих искомый объект, используя рекуррентное соотношение: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

=
=  + + + <

1 , если  ;
1 , если  .i i i

O i t
T i

k T i O c O r i t
 (3) 

 Выбрав в качестве размера одиночной задачи на каждом шаге рекурсии 
площадь s текущего окна, исключив при этом величину O(ri) из соотношения 
(3), как не влияющую на сложность алгоритма при увеличении размера анали-
зируемого изображения, можно переписать это соотношение в виде 

 ( ) ( )
( ) ( )

= =
=  + > <

1 , если  1, ;
/ , если   1, ,i

O s i t
T s

k T s d O s s i t
 (4) 

где 
 1/ .td pq s= =  (5) 

Коэффициенты ki в выражении (4) на каждом шаге, вообще говоря, зависят, 
во-первых, от числа и размеров искомых объектов на изображении, а во-вторых, 
от выбора p, q, шагов hn, hm (см. формулу (1)). Дело в том, что при слишком боль-
шой площади перекрытия подокон друг другом возрастает вероятность попадания 
одного и того же объекта в несколько подокон одновременно. Также ki зависят от 
способности классификатора успешно отличать окна, содержащие объект, от тех, 
которые его не содержат. 

 Разложив рекуррентное соотношение (4) в сумму, получим 

 ( )
− −− −

− −
= = =

 = + + 
 

∏  ∏
11 2

1
1 1 1

 .
t jt t

i it j
i j i

sT s k k s
d

 (6) 
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 С учетом формул (1), (5), после раскрытия произведения 
1

1

t j

i
i

k
− −

=
∏  наиболее 

быстро растущим членом получившегося полинома оказывается: 

 ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )− − + + +
− + −

− −
− + − −

=
=∏

1 2 4
1

1 61

1
.

j t t j j t
j t t

t j t i t j i t

i
pq s  

 При этом в произведении 
1

1

t
i

i
k

−

=
∏  (6) наиболее быстро растущим членом по-

линома аналогично является 

 ( )21/3 1 .ts −  (7) 

 Тогда наиболее быстро растущим членом полинома (6) для t > 1 будет или 
( )21/3 1 ,ts −  или 

 
( )( ) ( )( )( )

( )( )3 2 2 3

1 2 4
1 16 3 3 3 8 2 2 6

6
1 .

j t t j j t
j t t

j j j t t t t
t t

t j
s s s

d

− − + + +
− + −

+ − + − + − +

− − =  (8) 

 В рамках рассматриваемой задачи j является целым числом. Однако для 
определения промежутков монотонности выражения (8) удобно рассмотреть 
его как функцию от вещественного аргумента j, после чего для определения 
конкретных значений выражения (8), которые могут быть получены при реше-
нии задач локализации объекта на изображении, брать только целые значения j. 

 Взяв частную производную от функции (8) по j, с учетом области допусти-
мых значений j согласно условию задачи и формуле (6), нетрудно убедиться в 
том, что функция (8) от j в области допустимых значений j монотонно убывает. 

 В этом случае на рассматриваемом промежутке значений j функция (8) 
имеет наибольшее значение при наименее возможном j, т. е. при j = 1: 

 ( )( ) 23 2 2 3 1 181 2 3 53 3 3 8 2 2 6 66

1

.
t tj j j t t t t tt

j

s s
 − + −+ − + − + − +  
 

=

=  (9) 

Видно, что значения выражения (7) больше, чем значения выражения (9), 
на всем промежутке допустимых значений t. 

 Подводя итог, можно заключить, что самым быстро растущим членом по-

линома (6) при t > 1 является ( )21/3 1 .ts −  
 Таким образом, сложность T(s) рассматриваемого рекурсивного алгоритма 

разбиения изображения на подокна в худшем случае имеет порядок 
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 ( )( )21/3 1 ,tO S −  (10) 

т. е. является суперполиномиальной. 
 Сравнение вычислительных сложностей рекурсивного алгоритма и алго-

ритма скользящего окна. Нетрудно показать, что алгоритм скользящих окон име-
ет в худшем случае линейно-логарифмическую вычислительную сложность по-
рядка O(S log S) от площади изображения S. 

 Очевидно, что порядок вычислительной сложности (10) алгоритма рекурсив-
ного поиска разбиением изображения на подобласти в худшем случае значительно 
выше порядка вычислительной сложности алгоритма скользящего окна. 

 Однако сложность рекурсивного алгоритма соответствует сложности, опре-
деленной в предыдущем разделе, в случае, если на каждом шаге рекурсии для 
дальнейшего рассмотрения выбирать все подокна. Кроме того, при оценке вычи-
слительной сложности рекурсивного алгоритма в худшем случае было допущено, 
что окна значительно перекрывают друг друга, поскольку смещения окон было 
решено считать равными одному пикселю по горизонтали и одному пикселю по 
вертикали. Эти условия ведут к многократному повторному рассмотрению 
подокон, полученных на разных ветвях рекурсии. 

 Часто в задачах локализации объекта на изображении дело обстоит иначе. 
Сложность алгоритма скользящего окна можно уменьшить, лишь увеличивая 
смещения окна за один шаг и/или уменьшая число размеров рассматриваемых 
окон, что ведет к повышению вероятности пропуска окном искомого объекта. 
Алгоритм рекурсивного разбиения изображения помимо тех же возможностей 
уменьшения вычислительной сложности, применимых для скользящего окна, 
позволяет значительно сократить время вычисления на каждом шаге рекурсии 
(и всех последующих) за счет уменьшения числа выбираемых для дальнейшего 
рассмотрения подокон данного окна. 

 Использовать алгоритм предполагалось совместно с классификатором, 
способным давать ответ «Да» или «Нет» на вопрос, есть ли в данном подокне 
искомый объект, или оценить вероятность присутствия объекта в том или ином 
окне. Такой подход (при условии построения соответствующего классификато-
ра) позволит на каждом шаге рекурсии отбросить большинство окон и значи-
тельно сократить вычислительные затраты для всех последующих шагов. 

 Очевидно, что рекурсивное разбиение изображения на подокна будет эф-
фективно тогда, когда при прочих равных условиях (одинаковых p, q, t, s) и ре-
курсивном обходе будет в сумме рассмотрено (за счет отбрасывания заведомо 
не содержащих объект окон) меньше окон, чем существует позиций окон всех  
t + 1 размеров (включая исходное изображение) в алгоритме скользящего окна. 
Число всех положений скользящего окна для всех t + 1 размеров в изображении 
M × N может быть найдено по формуле 

 ( ) ( )
0

1 1 .
t

i i

i
M p N q

=
− + − +  
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По-прежнему считаем, что сдвиг окон относительно друг друга равен одно-
му пикселю по вертикали и/или по горизонтали. С другой стороны, число всех 
окон, рассматриваемых рекурсивно при произвольном выборе на i-м шаге ре-
курсии ki подокон для рассмотрения на (i + 1)-м шаге (см. формулу (3)) равно 

 ( ) ( )
1

1 1

1
1 1 1 .

t
t t t t

i
i

p p q q k
−

− −

=
+ − + − + +  

Таким образом, условие, при котором рекурсивный алгоритм будет эффек-
тивнее алгоритма скользящего окна, можно записать (учитывая, что M = pt,  
N = qt) в виде 

 ( ) ( )
1 2

1 0
1 1 .

t t
t i t i

i
i i

k p p q q
− −

= =
< − + − +   (11) 

Хотя нахождение точного решения данного неравенства — задача крайне 
сложная из-за большого числа переменных, однако, во-первых, решения суще-
ствуют (например, очевидно, к области решения относится ki = 1 для любого ki, 
как было показано ранее), во-вторых, можно найти решения в некоторых част-
ных случаях. Например, пусть в каждом окне на каждом шаге выбирается для 
дальнейшего рассмотрения одинаковое число подокон (т. е. k1 = k, k2 = k2 и т. д., 
поскольку ki, как указано, это суммарное число всех выбранных на i-м шаге 
подокон всех выбранных на предыдущем шаге окон). Тогда выражение (11), с 
учетом суммы геометрической прогрессии, принимает вид 

 
( )
( ) ( ) ( )

1 2

0

1
1 1 .

1

t t
t i t i

i

k k
p p q q

k

− −

=

−
< − + − +

−   (12) 

 Для иллюстрации данного условия приведен график (рис. 3), отражающий 
преимущество рекурсивного подхода перед скользящим окном для некоторых 
значений k при различных t в данном случае (т. е. при ki = ki). 

Видно, если в каждом рассматриваемом во время рекурсии окне выбирать 
одинаковое число k подокон, то существуют целые k, относящиеся к области реше-
ния неравенства (12), т. е. такие, при которых использование рекурсивного алго-
ритма позволит обработать меньше окон, чем в случае использования алгоритма 
скользящего окна. Как следует из приведенного графика, в некоторых случаях ис-
пользование рекурсивного алгоритма вместо скользящего окна способно дать зна-
чительный прирост в скорости обработки изображения. Данное преимущество по-
степенно теряется при увеличении числа t шагов изменения размеров рассматрива-
емых окон. Это объясняется экспоненциальным ростом числа рассматриваемых 
рекурсивно окон при увеличении t, как следует из неравенства (12). В самом деле, 
каждое выбранное окно на начальных этапах рекурсии создает отдельную ветвь 
рекурсии, умножая число окон, выбираемых на последующих этапах. 

 Таким образом, очевидно, что выгоднее на более ранних этапах рекурсии  
исключать из рассмотрения как можно больше окон, не содержащих искомый 
объект. 



Оценка сложности алгоритма рекурсивного поиска области изображения 

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2017. № 2 41 

Рис. 3. Сравнение числа обрабатываемых окон для различных количеств t шагов 
изменения размеров окон для изображения размерами 1024 × 768 пиксель 

 
 Заключение. Проведено сравнение двух алгоритмов разбиения изображения 

на пересекающиеся подобласти в целях поиска в нем некоторых объектов: алго-
ритма скользящего окна и предложенного в статье алгоритма рекурсивного раз-
биения изображения на подобласти. В ходе сравнения данных алгоритмов обна-
ружено, что в худших случаях алгоритм скользящего окна имеет меньший поря-
док сложности, чем алгоритм рекурсивного разбиения изображения. Однако в 
некоторых частных случаях использование алгоритма рекурсивного разбиения 
изображения может быть предпочтительнее, поскольку способно сократить чис-
ло анализируемых окон по сравнению с алгоритмом скользящего окна за счет 
исключения из дальнейшего рассмотрения на каждом шаге рекурсии части окон, 
заведомо не содержащих искомый объект. 

 Также был выработан критерий (11), определяющий условия, при которых 
использование рекурсивного алгоритма предпочтительнее алгоритма скользящего 
окна. 

 В качестве развития настоящей работы предполагается сформировать класси-
фикатор, позволяющий отбрасывать на каждом шаге рекурсии часть окон, заведо-
мо не содержащих объект, и разработать метод локализации объектов с использо-
ванием этого классификатора на основе алгоритма рекурсивного разбиения обла-
сти изображения. 
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Abstract Keywords  
Most common part for many approaches to object localiza-
tion on image is a “sliding window” algorithm, which re-
quires an exhaustive search in a wide range of window posi-
tions and size combinations. It can be assumed that a recur-
sive approach of searching some image parts with a rejection 
of most areas at each step of the recursion could be more 
efficient in some cases. This article provides a recursive 
image part search algorithm description and an estimation of 
this algorithm's complexity. It also contains a comparison of 
complexity between the recursive algorithm and the “sliding 
window” algorithm. According to the results, an efficiency 
identifying condition for using the recursive algorithm 
instead of the “sliding window” algorithm is provided.  
According to the proposed criterion we proved the effective-
ness of using the recursive algorithm in some cases 
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