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Аннотация Ключевые слова 
Случайные последовательности широко используют в 
теоретических и практических областях человеческой и 
технической деятельности. Важная часть этих исследо-
ваний относится к процедурам создания случайных 
величин. Одно направление относится к последователь-
ной генерации псевдослучайных величин, а другое — 
использует полное множество всех стохастических 
последовательностей. Первое направление хорошо 
изучено и традиционно применяется, начиная от крип-
тографии и технических систем и заканчивая биологи-
ческими и медицинскими исследованиями. Второе 
направление в основном используется во всеобъемлю-
щих тестированиях. В настоящей работе исследовано 
второе направление, где требуются все последовательно-
сти заданного диапазона. В некоторых современных 
генераторах наблюдаются пропуски и повторения слу-
чайных величин. В связи с этим предложены ограниче-
ния, следуя которым указанные недостатки можно 
исключить, а также новые алгоритмы на основе факто-
риального анализа, которые допускают быструю генера-
цию всех последовательностей без пропусков и повто-
рений случайных величин. Рассмотрены достоинства и 
недостатки полученных результатов 
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Введение. Генераторы равномерных случайных величин (Uniform Random 
Number Generator — URNG) широко применяют в математических исследова-
ниях [1−5], в криптографии [6, 7], в тестировании технических систем [8, 9], а 
также в других прикладных областях [10], включая модели исследований биоло-
гии [11, 12] и медицины [13, 14]. Особое место занимают современные вихревые 
равномерные генераторы [15−19]. Кроме того, сами URNG часто являются пер-
вичными элементами для создания других генераторов, как это сделано в нор-
мальном генераторе Бокса — Мюллера [20]. В нем использованы одновременно 
два генератора. Пример такого фрагмента выглядит следующим образом: 
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  if (!generate) 
    return z1 * sigma + mu; 
 double u1, u2; 
 do 
  { 
    u1 = rand() * (1.0 / RAND_MAX); 
    u2 = rand() * (1.0 / RAND_MAX); 
  } 
 while ( u1 <= epsilon ); 
 z0 = sqrt(-2.0 * log(u1)) * cos(two_pi * u2); 
 z1 = sqrt(-2.0 * log(u1)) * sin(two_pi * u2); 

 
Здесь значения z0 и z1 являются нормальными случайными величинами, кото-
рые получены с помощью равномерных случайных величин u1 и u2 из полуот-
крытого интервала (0, 1]. В качестве генератора равномерных случайных вели-
чин может выступать стандартная функция rand() среды Microsoft Visual Stu-
dio различных выпусков. Непосредственная проверка равномерности функции 
rand() показывает, что получаемые случайные величины u1 и u2 не обладают 
высоким качеством, допуская пропуск и повторяемость генерируемых величин. 
Программный код H0101 на историческом языке программирования C, в кото-
ром моделируются 32 767 целых случайных величин, представлен ниже. Генера-
тор rand() создает целые случайные величины из интервала 0 : 32767 .    Вы-
полним 32 767 генераций и посмотрим, сколько раз будет создана любая слу-
чайная величина: 

 
// H0101   C 
// Тестирование rand() 
#include <conio.h>                                     // _getch 
#include <iostream> 
using namespace std;                                     // cout 
#include <iomanip>                                       // setw 
#include <stdlib.h>                               // srand, rand 
#include <time.h>                                        // time 
void main() 
{    int w = 15;             // битовая длина случайной величины 

int N1 = (int)(0xFFFFFFFF >> (32 - w));         // максимум 
 cout << "w = " << w << "   N1 = " << N1 << endl; 
 int* c = new int[N1 + 1];               // массив счетчиков 
 int n1 = 0;               // нижняя грань случайных величин 
 int n2 = N1;             // верхняя грань случайных величин 
 cout << "n1 = " << n1 << "   n2 = " << n2 << endl; 
 for (int j = 0; j <= N1; j++) c[j] = 0; 
 
 srand((unsigned int)time(NULL));         // начальное число 
 for (int k = 0; k <= N1; k++) 
 { 
  int v = rand(); 
  if (n1 <= v && v < n2) c[v - n1]++; 
 } 
 int q0 = 0, q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0; 
 for (int j = 0; j <= N1; j++) 
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 { 
  if (c[j] == 0) q0++; 
  else if (c[j] == 1) q1++; 
  else if (c[j] == 2) q2++; 
  else q3++; 
 } 
 cout << "q0 = " << q0 << endl; 
 cout << "q1 = " << q1 << endl; 
 cout << "q2 = " << q2 << endl; 
 cout << "q3 = " << q3 << endl; 
 _getch();                            // просмотр результата 
} 

 
После запуска этой программы на мониторе появляется следующий листинг: 

 
w = 15  N1 = 32767 
n1 = 0  n2 = 32767 
q0 = 11996 
q1 = 12162 
q2 = 5977 
q3 = 2633 

Полученный результат показывает, что было пропущено q0 = 11996 слу-
чайных величин. Только q1 = 12162 случайные величины были созданы один 
раз и действительно обладают свойством равномерности на интервале 

0 : 32767 .    Дважды были сгенерированы q2 = 5977 случайные величины, нару-
шающие условие равномерности. Остальные q3 = 2633 случайные величины 
могли быть созданы три и более раз. Это и есть результат низкого качества: что-то 
есть, но мало. 

Для создания случайной сетки на плоскости, должны выполнять два декар-
товых условия равномерности: 

1) сетка не должна иметь пропущенные узлы-вершины; 
2) сетка не должна иметь повторяющиеся вершины. 
Далее будем называть плоскость равномерно случайной, если на ней суще-

ствует декартовая сетка случайных узлов-вершин. 
Предыдущее тестирование H0101 функции rand() показывает, что со-

зданная на ее основе случайная плоскость обладает низким качеством, посколь-
ку будет иметь пропущенные и повторяющиеся случайные величины. Из этого 
также будет следовать, что представленный выше программный код из генера-
тора нормальных случайных величин методом Бокса — Мюллера не сможет 
обеспечить высокое качество последовательностей нормальных случайных ве-
личин. Причина — низкое качество функции rand(). 

Возникает вопрос, какими должны быть равномерные случайные последо-
вательности, чтобы обеспечить существование абсолютно всех равномерных 
последовательностей случайных величин длиной w бит? Доказательство суще-
ствования полного множества таких последовательностей будет убедительным, 
если можно представить абсолютно все последовательности равномерных слу-
чайных величин длиной w бит.  
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Цель настоящей работы — моделирование полного множества абсолютно 
всех равномерных случайных последовательностей без повторений и пропусков 
исходных элементов наблюдений. 

Теория. Компьютерные случайные величины характеризуются конечным 
числом w информативных битов, в которых можно наблюдать не более чем 

2wN   случайных величин. Все они образуют множество с полным набором 
случайных величин  1 2 2, , , .wNB b b b    Множество B позволяет индуциро-
вать множество конечных последовательностей D, составленных из случайных 
величин .b B  Ограничим множество D только такими последовательностями, 
в которых находятся ровно 2wN   случайных величин. Если в некоторых по-
следовательностях будут наблюдаться повторения случайных величин, то в та-
ких последовательностях в то же время будут отсутствовать некоторые элемен-
ты ,b B  поскольку введенное условие ограничивает в ней число случайных 
величин как 2wN   элементов. Введем второе ограничение множества D, кото-
рое предполагает, что рассматриваются только такие последовательности 

,d D  в которых отсутствуют пропуски или повторения случайных величин 
.b B  Эти два ограничения позволяют утверждать, что такое множество D с 

указанными свойствами будет минимальным по числу различимых случайных 
последовательностей, т. е. D — множество всех последовательностей с неповто-
ряющимися случайными величинами. Тогда каждая последовательность d D  
содержит все элементы .b B  Математически D — это множество всех переста-
новок объектов из B. Оно является минимальным над полем B. 

Итак, каждый элемент d D  содержит ровно 2wN   неповторяющихся 
элементов .b B  В этих обозначениях имеем полное множество всех последова-
тельностей длиною 2 ,wN   но при условии, что в каждой последовательности 
все случайные величины указаны по одному разу, т. е. простейшая полнота по 
объектам наблюдений b B  и простейшая полнота по последовательностям 

.d D  
Здесь вопрос неопределенности выборки в наблюдениях можно рассматри-

вать в двух аспектах: 
1) неопределенность наблюдения объекта b B  в определенном месте по-

следовательности, но объект обязательно проявляет себя явно; 
2) неопределенность наблюдения последовательности, хотя каждая после-

довательность d D  обязательно проявляет себя, поскольку других последова-
тельностей с неповторяющимися элементами b B  не может быть. 

Мощность функционала F наблюдений связана с количеством выборок по-
следовательностей d D  следующим образом: 
     2 !.wcard F card D   
Это непосредственно следует из комбинаторного математического анализа [21], 
если рассматривать оценку количества перестановок индексов для N элементов. 

В теории вероятностей [22] такой же результат получается для выборок без 
повторений: на первом месте в последовательности может находиться любой из 
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элементов 1b B  — это 2wN   вариантов; на втором месте может находиться 
любой из меньшего множества ровно на один элемент   2 1\b B b  — 2 1w   
вариантов и т. д. Перемножая количество всех вариантов, получаем 2 !.w  

В результате приходим к заключению, что одной из характеристик неопре-
деленности функционала выборки конкретной последовательности является 
факториальная полнота числа имеющихся последовательностей. 

С одной стороны, при введении в рассмотрение функционала выборки, не 
было использовано понятие математического определения функции f, которая 
каждому элементу или набору элементов r ставит в соответствие единственный 
зависимый элемент   .f r  С другой стороны, каждая выборка при реализации 
или разрешении функционала ставит в соответствие точно одну последователь-
ность rd  из полного множества всех допустимых последовательностей: 
  .r rf d D    

В таком функциональном обозначении r характеризует последовательность 
некоторых действий, выполнение которых позволяет получить точно одну по-
следовательность из D. В свою очередь, мощность D  характеризует неопреде-
ленность до начала выборки, а удовлетворение r завершает выборку указанием 
конкретной последовательности .rd  Набор всех однозначных функций   ,f r  
где r  указывает способ получения соответствующей последовательности, со-
ставляет функционал F на полном множестве D: 

  .r rF f d D    

Поскольку число последовательностей  card D  совпадает с мощностью 
,D  то мощность функционала F  совпадает с мощностью :D  

 ! 2 !.wF D N    

Это означает, что диапазон индекса r определяет интервал 1, ! .r n    Необ-

ходимо ответить на вопрос, какому номеру 1, !r n    соответствует некоторая 
последовательность ?rd D  Вернемся позднее к этому вопросу. Соберем вместе 
введенные обозначения в единое понятие модели, с помощью которой далее 
будут представлены соответствующие алгоритмы факториального моделирова-
ния. 

Назовем моделью M полного множества D конечных последовательностей с 
неповторяющимися элементами b B  тройку множеств, в которой возможна 
реализация разрешения неопределенности для функционала F: ( , , ).M B D F  

Множество случайных величин b B  задается априори согласно выбранному 
плану изучения явлений. Множество последовательностей D является мини-
мальным множеством по числу простейших конечных последовательностей без 
пропусков и повторений всех случайных величин. Каждая последовательность из 
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D содержит все множество B с уникальным перечислением элементов. Множе-
ство функционала F включает в себя все функции, способные разрешить неопре-
деленность в выборке каждый раз одной единственной последовательности. 

Вернемся к вопросу, как реализовать или разрешить функционал F выборки 
.rd  Обратимся к истокам определения математического множества. Множество 

можно задать только одним из двух способов: 
1) явно перечислить все элементы множества; 
2) указать порядок действий, позволяющий предъявить любой элемент 

множества. Если порядок действий не полный, т. е. нельзя предъявить все эле-
менты множества, то такой функционал действий является неполным, что рав-
носильно свойству неполноты. 

Представленные особенности формирования любого множества позволяют 
указать первый способ реализации функционала в модели M, а именно, пере-
числять последовательности d D  до тех пор, пока не будет обнаружена после-
довательность, удовлетворяющая критерию r :   .rd d  Однозначность такого 
способа явна, поскольку всегда, по построению D, найдется одна и только одна 
последовательность, обладающая заданной перестановкой r объектов из B. Пе-
рестановка r единственна, что гарантируется математической комбинаторикой. 

Второй способ разрешения функционала F основан на анализе неопреде-
ленности для модели  , , .M B D F  Суть в том, что число элементов-
последовательностей в множестве D составляет   !.card D D n   Пусть r яв-
ляется некоторым числом на арифметическом интервале целых чисел 

1, ! 1, 2, 3, , ! .n n        Отметим, что элементы 1, !r n     cтрого упорядо- 
чены — это и есть ключ к разрешению поставленной задачи. Следовательно, 
необходимо добиться упорядоченности номеров последовательностей из D. Для 
этого используем арифметико-алгебраическое понятие позиционного представ-
ления целого числа X, содержащего n цифр ix  в некоторой системе счисления с 
основанием s: 

 1 2 1 0
1 2 1 0.. ..n n

n nX x s x s x s x s 
       

Теперь используем комбинаторное определение последовательности в 
множестве D — перестановка неповторяющихся индексов-чисел. Без потери 
общности пусть случайные величины b B  пронумерованы или обозначены 
целыми числами из арифметического интервала 1, .N    Тогда первой или 
младшей последовательностью будет последовательность, соответствующая ми-
нимальному позиционному числу, в котором цифры взяты из позиционного 
представления индексов. 

Пример. Пусть возможны три случайные величины ( 3),n   которые обо-
значим в множестве B целыми числами 1, 2, 3. Первой младшей последователь-
ностью в D будет последовательность 1, 2, 3, которой соответствует целое пози-
ционное число 1 123.X   Второй последовательностью будет последователь-
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ность с перестановкой 1, 3, 2. Ей соответствует число 2 132.X   Сразу видна яв-
ная упорядоченность 123 132,  или 1 2.X X  Остальные последовательности 
располагаются в упорядоченном множестве D следующим образом: 

Последовательность X r 
1, 2, 3 123 1 
1, 3, 2 132 2 
2, 1, 3 213 3 
2, 3, 1 231 4 
3, 1, 2 312 5 
3, 2, 1 321 6 

Всего ! 3! 6n    последовательностей, которым однозначно поставлены 
номера r функций 1 6, ,f f   из функционала F. Если неопределенность природы 
наблюдений предпочла функцию 4 ,f  то в реальности наблюдалась последова-
тельность 2, 3, 1. 

Связь между переменной r и соответствующей последовательностью вы-
числяется следующим образом. Запишем в явном виде выражение факториала 

    ! 1 2 ···2 1.n n n n     
В этой формуле столько сомножителей, сколько объектов в последователь-

ности длиною n. Следует отметить, что коммутативное свойство факториала 
позволяет расположить на первом месте слева любое из n чисел. Чтобы опреде-
лить старшую цифру слева, необходимо исключить правую часть факториала, 
используя его свойство  ! 1 !.n n n   Поскольку max !,r n  циклически гаран-
тирован поиск всех остальных чисел, если понижать факториал и исключать в 
силу коммутативности из рассмотрения те индексы, которые были определены 
на предыдущих итерациях. Коммутативность факториала обеспечивает одно-
значность алгоритма. Это является следствием утверждения, которое формаль-
но задает предлагаемая теорема. 

Теорема. Для того чтобы существовало биективное отношение между 
полным множеством конечных последовательностей D и функционалом выбора 
F в модели  ,  , M B D F  необходимо и достаточно, чтобы множество случай-
ных величин ,b B  входящее полностью в каждую последовательность, было 
строго упорядочено. 

◄ Пусть существует отношение строгого порядка между элементами объ-
ектов, входящих во все последовательности полного множества. Сопоставим 
такому множеству арифметическое множество * ,B  состоящее из чисел-
объектов. Минимальным таким множеством может быть любой арифметиче-
ский интервал, начиная с некоторого начального числа . Не нарушая общно-
сти, примем  = 1. Тогда минимальным арифметическим интервалом будет ин-
тервал 1, ! .n    Ясно, что в силу строгого порядка каждому элементу * *b B  
строго соответствует один и только один элемент ,b B  т. е. *B  и B изоморфны. 
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Необходимость. Доказательство необходимости заключается в том, что следует 
указать последовательность действий, позволяющих вычислить номер r для любой 
случайной последовательности .rd D  Воспользуемся верхними индексами для 
обозначения произвольной последовательности 1 2 1, ,  , , , , ,z n nd d d d d d     

явно подчеркивая, что индекс 1, .z n    Всего в множестве D находятся !n  после-
довательностей. Разобьем D на n непересекающихся подмножеств 1 2 ... nD D D    
по условию упорядоченности. Отметим свойство, что в подмножество 1,D  в силу 
упорядоченности D, войдут все последовательности, начиная с числа 1, в подмно-
жество 2D  —  все последовательности, начиная с 2 и т. д. Размер каждого подмно-
жества, по свойству факториала  ! 1 !,n n n   одинаковый 

        1 2 ... 1 !.ncard D card D card D n      
Представим результирующий номер r последовательности d как частичную 

сумму 

 1 2 . ... nr r r r     
В зависимости от значения 1

zd D  вычислим  

 
     

1
1

1
1 1 !.

z
i

i
r card D z n




   

 
Перебирая итерационно числа 2 1, , nd d   в заданной последовательности 

d, получаем соответствующие частичные значения 2 3 1, , , .nr r r   Последнее 
значение 1.nr   Итоговый номер r определяется вычисленной суммой 

 
1

.
n

i

i
r r


   

Необходимость доказана. 
Достаточность. Пусть задан номер 1, ! ,r n    используя который функ-

ция rf F  позволяет получить соответствующую последовательность .rd D  
По прежнему будем полагать, что получаемая последовательность будет состо-
ять из элементов 1 2 1, , , , .n n

r r r r rd d d d d    Разобьем D на n непересекающихся 
подмножеств 1 2 ... nD D D    по условию упорядоченности. Опять используем 
свойство, что в подмножество 1,D  в силу упорядоченности D, войдут все после-
довательности, начиная с числа 1, в подмножество 2D  — последовательности, 
начиная с 2 и т. д. Размер каждой группы, по свойству факториала  ! 1 !,n n n   
одинаковый 

        1 2 ... 1 !.nng card D card D card D n       
Это позволяет определить номер m предыдущей группы, относительно элемен-
та 1

rd  как результат целочисленного деления на число элементов ng в подмноже-
стве факториального представления: 
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,  если остаток больше нуля;

1,  если остаток равен нулю.

r
ngm r
ng


 
 


 

Позиция m позволяет выбрать из множества объектов b соответствующий 
элемент 1 .r md b B   Для следующей итерации относительно 2

rd  номер r следует 
уменьшить на величину  1 ,m ng  а из множества B — удалить уже выбранный 
элемент .mb  Следующие итерации позволяют получить элементы 2 1., , n

r rd d   
После итераций в множестве B останется один элемент, который будет послед-
ним элементом n

rd  в вычисляемой последовательности .rd  Достаточность дока-
зана по построению. ► 

Любая последовательность из модели M может быть задана или предъявле-
на случайным образом, если случай предоставит индекс r для функционала F. 
Авторы настоящей работы точно уверены, что предъявленная последователь-
ность обязательно содержит все случайные величины длиной w без всяких про-
пусков и повторений. 

Конструкция и результаты. Не нарушая общности получаемых результатов, 
определяем множество первичных объектов как совокупность целых чисел 

1, .B n     Согласно теореме об упорядоченной биекции, в модели  ,  , M B D F  
множество упорядоченных последовательностей D начинается с последовательно-
сти 1,2, , .n  В качестве примера ниже приведена программа P010301 на языке 
программирования C#, в которой моделируются все последовательности d D  
полной перестановки элементов множества 1,7 .B      Последовательность 

1 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7d   является начальным элементом, за которым следует последо-
вательность 2 1, 2, 3, 4, 5, 7, 6d   и т. д. Полное множество D всего содержит 

 7 ! 7! 5040s nN D n     последовательностей. Последовательность 5040 7, 6,d   
5, 4, 3, 2, 1   — последняя. 

Пример программы P010301 на языке программирования C# 
namespace P010301 
{  class P010301 
   {  static void Main(string[] args) 
      {  int[] q = new int[] { 1, 2, 3, 4 }; //, 5, 6, 7 }; 
         int n = q.Length;         // длина последовательности 
         int r = 0;                // номер последовательности 
         while (true) 
         {  Console.Write("r = {0,4}", ++r); 
            foreach (int w in q) Console.Write("{0,4}", w); 
            Console.WriteLine();               // новая строка 
            if (ProcessUp(q, n) == 0) break;        // процесс 
         } 
         Console.ReadKey();             // просмотр результата 
      } 
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//------------------------------------------------------------ 
      static public int FreeValue(int[] q, int n, int z) 
      {  for (int k = 1; k <= n; k++) 
         {  int j = 0; 
            for (; j <= z; j++) 
               if (q[j] == k) break; 
            if (j > z) return k; 
         } 
            return 0; 
      } 
//------------------------------------------------------------ 
      static public int NextFreeValue(int[] q, int n, int z) 
      {  int v = q[z] + 1;               // возможное значение 
         if (v > n) return 0;         // увеличение невозможно 
         for (; v <= n; v++)     // область возможных значений 
         {  int j = 0;                      // начало проверки 
            for (; j < z; j++)        // элементы до z-позиции 
               if (q[j] == v) break;    // значение не принято 
            if (j >= z) break;     // ранее значения v не было 
         } 
         if (v > n) v = 0; 
         return v;             // следующее свободное значение 
      } 
//------------------------------------------------------------ 
      static public int ProcessUp(int[] q, int n) 
      {  int z = n - 2;             // предпоследняя z-позиция 
         while (true) 
         {  int nv = NextFreeValue(q, n, z); 
            if (nv != 0)      // смещение z влево не требуется 
            {  q[z] = nv;         // следующее свободное число 
               while (++z < n)           // z-позиции до конца 
                  q[z] = FreeValue(q, n, z - 1); 
               return z; 
            } 
            if (z == 0) break;       // последовательности нет 
            z--;                            // z-позиция слева 
         } 
         return 0;         // следующей последовательности нет 
      } 
   } 
} 

 
Функция NextFreeValue() определяет следующее свободное число для 

позиции z. Это число должно быть минимальным и не совпадать ни с одним 
числом, находящимся в позициях до позиции z. Если такое число найти нельзя, 
то формируется отказ. Функция FreeValue() определяет минимальное число, 
которое должно находиться справа от позиции z. Функция ProcessUP() по-
следовательно манипулирует функциями NextFreeValue() и FreeValue(), 
получая в итоге новую последовательность, которая непосредственно должна 
следовать за исходной последовательностью. 

После выполнения программы P010301 на мониторе появляется следующий 
листинг, который здесь приведен с сокращениями (на месте опущенных строк 
стоит прочерк): 
r =    1      q =   1   2   3   4   5   6   7 
r =    2      q =   1   2   3   4   5   7   6 
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r =    3      q =   1   2   3   4   6   5   7 
- - - - - 

r =  100      q =   1   2   7   3   5   6   4 
r =  101      q =   1   2   7   3   6   4   5 
r =  102      q =   1   2   7   3   6   5   4 

- - - - - 
r = 1000      q =   2   4   3   6   5   7   1 
r = 1001      q =   2   4   3   6   7   1   5 
r = 1002      q =   2   4   3   6   7   5   1 

- - - - - 
r = 2200      q =   4   1   3   6   5   7   2 
r = 2201      q =   4   1   3   6   7   2   5 
r = 2202      q =   4   1   3   6   7   5   2 

- - - - - 
r = 3300      q =   5   4   3   2   7   6   1 
r = 3301      q =   5   4   3   6   1   2   7 
r = 3302      q =   5   4   3   6   1   7   2 

- - - - - 
r = 5038      q =   7   6   5   4   2   3   1 
r = 5039      q =   7   6   5   4   3   1   2 
r = 5040      q =   7   6   5   4   3   2   1 

 
Смоделированные последовательности строго упорядочены по номерам r, 

что подтверждает абсолютную полноту факториального моделирования равно-
мерных последовательностей случайных величин. 

Факториальные алгоритмы. Доказательство теоремы об упорядоченной 
биекции предлагает алгоритмы необходимости и достаточности взаимного со-
ответствия между равномерными последовательностями и их номерами r в 
предыдущей моделирующей программе P010301. Ниже в программе P010302 
представлена функция DeonSequence(), которая по заданному произвольно-
му номеру r функции rf F  в модели  ,  , M B D F  определяет биективную 

равномерную последовательность rd D  целых чисел из множества 1,7 .B      
В качестве примера использован произвольный номер 3302.r   

Пример программы P010302 
namespace P010302 
{  class P010302 
   {  static void Main(string[] args) 
      {  int n = 7;               // длина последовательности 
         Console.WriteLine("n = {0}", n);          // монитор 
         int[] q = new int[n]; // элементы последовательности 
         int r = 3302;         // номер функции в функционале 
         Console.WriteLine("r = {0}", r);          // монитор 
         DeonSequence(q, r); // вычисление последовательности 
         Console.Write("q = "); 
         for (int i = 0; i < n; i++) 
            Console.Write("{0,4}", q[i]); 
         Console.ReadKey();            // просмотр результата 
      } 
//----------------------------------------------------------- 
      static void DeonSequence(int[] q, int r) 
      {  int n = q.Length; 
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         int nb = n;                   //      число объектов 
         int[] b = new int[nb];            // массив объектов 
         for (int i = 0; i < n; i++) b[i] = i + 1; 
         int nF = 1;    // nF-факториал подпоследовательности 
         for (int i = 2; i <= nb; i++) nF *= i; 
         int iq = 0;  // индекс для формируемого элемента в q 
         for (int z = n - 1; z > 0; z--)      // цикл позиций 
         {  int ng = nF / nb;     // число элементов в группе 
            int w = r / ng;         // число предыдущих групп 
            if ((w * ng) < r) w++;      // номер группы для r 
            int zb = w - 1;      // позиция выбора из b для q 
            q[iq++] = b[zb];  // элемент в последовательности 
            for (int i = zb; i < z; i++) b[i] = b[i + 1]; 
            r -= (w - 1) * ng;     // r для следующей позиции 
            nb--;                    // на один объект меньше 
            nF /= z + 1;            // следующий nF-факториал 
         } 
         q[n - 1] = b[0];            // последний элемент в q 
      } 
   } 
} 
 
После выполнения программы на мониторе появляется листинг: 

n = 7 
r = 3302 
q =  5  4  3  6  1  7  2 
 

Соответствие последовательности q заданному номеру r можно проверить 
по распечатке моделирования в программе P010301, приведенной выше. Функ-
ция DeonSequence() реализует условие достаточности в доказательстве тео-
ремы об упорядоченной биекции. 

В следующей программе P010303 функция DeonNumber() вычисляет фак-
ториальный номер r функции rf F  для заданной равномерной последователь-
ности ,rd d D   состоящей из целых чисел множества 1,B n     в модели 

 , , .M B D F  В качестве примера использована предыдущая последователь-
ность 5, 4,3, 6,1,7, 2.  

Пример программы P010303 
namespace P010303 
{  class P010303 
   {  static void Main(string[] args) 
      {  int[] q = new int[] { 5, 4, 3, 6, 1, 7, 2 }; 
         int n = q.Length;        // длина последовательности 
         Console.WriteLine("n = {0}", n);          // монитор 
         Console.Write("q = "); 
         for (int i = 0; i < n; i++) 
             Console.Write("{0,4}", q[i]); 
         int r = DeonNumber(q);   // номер последовательности 
         Console.WriteLine("\nr = {0}", r);        // монитор 
         Console.ReadKey();            // просмотр результата 
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      } 
//----------------------------------------------------------- 
      static int DeonNumber(int[] q) 
      {  int r = 0;         // пока неизвестный номер функции 
         int n = q.Length;        // длина последовательности 
         int nb = n;         //      начальное число объектов 
         int[] b = new int[nb]; // порядковые номера объектов 
         for (int i = 0; i < nb; i++) b[i] = i + 1; 
         int zF = 1;                    // zF-факториал для b 
         for (int i = 2; i < n; i++) zF *= i; 
         for (int z = 0; z < n - 1; z++)  // цикл позиций в q 
         {  int k = 0; 
            for (; k < nb; k++) 
               if (q[z] == b[k]) break; 
            int rg = k * zF;           // номер перед группой 
            r += rg;                // неполный номер функции 
               // сдвиг: удаление элемента b[k] из b 
            for (int i = k; i < nb - 1; i++) b[i] = b[i + 1]; 
            nb--;                    // на один объект меньше 
            zF /= n - z - 1;            // zF-факториал для z 
         } 
         r++;  // учет последнего элемента последовательности 
         return r;                           // номер функции 
      } 
   } 
} 

 
После выполнения программы на мониторе появляется следующий ре-

зультат: 
n = 7 
q = 5 4 3 6 1 7 2 
r = 3302 

Соответствие заданного номера r последовательности q также можно про-
верить по распечатке моделирования в программе P010301. Функция  
DeonNumber() реализует условие необходимости в доказательстве теоремы об 
упорядоченной биекции. 

Обсуждение. Два современных генератора равномерных случайных вели-
чин MT19937 [16] и nsDeonYuliTwist32D [19] превосходят по своим возможно-
стям остальные аналогичные генераторы. Кроме того, отсутствие пропусков и 
повторений, а также возможности произвольной битовой длины w случайных 
величин вихревого генератор nsDeonYuliTwist32D позволяют получать случай-
ные последовательности огромной длины. Эти свойства дают возможность вих-
ревому генератору nsDeonYuliTwist32D превзойти генератор MT19937. 

Согласно исследованию [19], вихревой генератор nsDeonYuliTwist32D мо-
жет создать число ( )TN w  случайных последовательностей: 

   2 .w
TN w w   

Выше факториальное моделирование равномерных последовательностей 
случайных величин показывает, что при битовой длине w случайных величин, 
число ( )FN w  случайных последовательностей составляет  
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   2 ! 1 2 3 (2 1) 2 .w w w
TN w         

Непосредственный сравнительный анализ этих двух формул свидетельст-
вует о том, что множество факториальных равномерных последовательностей 
превосходит по их числу множество вихревых последовательностей: 

     .F TN w N w  
Однако вихревой генератор nsDeonYuliTwist32D уже успешно существует 

[19], а факториальный генератор находится еще только на стадии начального 
анализа. Очевидно, что только факториальный вариант генерации может обес-
печить абсолютно все последовательности случайных величин длиной w бит. 
Вихревой генератор может создать только часть их них. 

Заключение. Генераторы равномерных случайных последовательностей 
могут допускать повторяемость и пропуски генерации случайных величин. Од-
нако современные вихревые кольцевые генераторы позволяют исключить по-
вторяемость и пропуски генерации. Такой вид технологии использует битовый 
сдвиг внутри массива, создавая различные вихревые последовательности. Всего 
можно создать только 2ww   вихревых последовательностей. Как было доказано 
в теореме об упорядоченной биекции, полное множество содержит 2 !w  равно-
мерных последовательностей неповторяющихся случайных величин длиной  
w бит. Проведенное моделирование подтверждает теоретические результаты. 
Полученные результаты можно использовать в огромном количестве приклад-
ных задач тестовых испытаний и планировании экспериментов. 
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Abstract Keywords 
Random sequences are widely used in theoretical and 
practical areas of interests in human and technical activi-
ties. An important part of these fields refers to the proce-
dures of producing stochastic values. One direction adapts 
the sequenced generation of pseudorandom numbers and 
the other direction uses a complete set of all stochastic 
sequences. The first direction is well studied and traditio-
nally applied in varies areas ranging from cryptography 
and technical systems to medical and biological trials. The 
second direction generally uses systems for preliminary 
universal testing. In this paper, we follow the second direc-
tion, where the underlying approaches in modern genera-
tors of random numbers are considered. In some of the 
modern random numbers generators the skipping and 
repeating random values may be found. We have formed 
the requirements that if followed help to solve the prob-
lems of skipping and repeating. Moreover, we propose 
novel algorithms based on factorial expansion which pro-
vide fast generation of such sequences. Finally, we describe 
advantages and disadvantages of findings of our research 
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