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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрен подход к аппроксимации эксперименталь-
ных данных кусочно-логистической кривой, состоящей 
из двух сегментов, на основе линейной среднеквадра-
тичной регрессии. Основным ограничением задачи 
является требование применения только арифметики c 
фиксированной запятой для работы алгоритма оцени-
вания во встроенных вычислительных системах. Пред-
ложен подход прямой оценки по экспериментальным 
данным параметров модели, в которой точка сопряже-
ния сегментов совпадает с точками перегиба составля-
ющих логистических функций. На первом этапе оцене-
на точка перегиба, разбивающая элементы выборки 
данных на две части. На втором этапе каждая часть 
выборки независимо аппроксимирована собственной 
обобщенной логистической функцией с заданной точ-
кой сопряжения. Для оценки параметров кривой пред-
ложено использовать дифференциальное уравнение, 
решением которого является обобщенная логистиче-
ская функция в среднеквадратичной регрессии второго 
порядка. Разработанный метод может быть применен в 
комбинации с другими известными прямыми методами 

Обобщенная логистическая кривая, 
S-функция, сигмовидная кривая, 
кусочно-логистическая кривая, ап-
проксимация, передаточная харак-
теристика 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила в редакцию 16.05.2017 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 16-07-01171) 
 

Введение. В области технического управления или при исследовании естествен-
ных систем часто строят модели процессов, которые описываются экспоненци-
ально растущими до некоторого уровня функциями с последующим убыванием 
скорости роста вплоть до достижения максимума. Подобные процессы роста с 
двумя участками насыщения (снизу и сверху) хорошо представляются функцией с 
сигмовидной формой, в качестве которой часто используют логистическую функ-
цию. Логистическую функцию широко применяют во многих областях знания, 
включая медицинские и общественные науки, например для моделирования роста 
популяции организмов в условиях ограниченных ресурсов, в статистических си-
стемах предсказания, классификации, принятия решений, в экономике, химии, 
математической психологии, в маркетинговых исследованиях. 



А.Н. Гнеушев,  А.А. Гурченков, И.И. Мороз 

32  ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2018. № 1 

Для автоматического управления технической системой ставится задача ап-
проксимации передаточной характеристики объекта управления модельной кри-
вой по выборке измерений его выходного сигнала [1]. В тех случаях, когда точная 
модель передаточной характеристики объекта неизвестна, используют косвенный 
подход к ее оценке через аппроксимацию переходной характеристики с помощью 
приближенной дробно-рациональной функции [1]. Однако в некоторых случаях 
есть возможность получить достаточно плотную, без существенных разрывов вы-
борку измерений с выхода системы при заданном входном сигнале без суще-
ственных переходных процессов. Для квазистационарного линейного входного 
воздействия выходом системы будет передаточная функция, которая для таких 
устройств управления, как моторизированные ротационные краны и клапаны, 
представляет собой S-образную зависимость потока жидкости через устройство 
от угла открытия. Для оптической системы объектива с моторизированной диа-
фрагмой передаточная функция представляет собой S-образную зависимость по-
тока света через оптическую систему от управляющего сигнала шагового элек-
тропривода, определяющего угол открытия диафрагмы. При квазистационарном 
управлении указанными устройствами можно пренебречь переходными процес-
сами и использовать передаточную функцию в явном виде. 

Для модульных автоматических систем, например система водоснабжения 
или фотоаппарат, объекты управления (моторизированный кран и оптический 
объектив соответственно) могут комплектоваться отдельно, заменяться в про-
цессе эксплуатации различными моделями разных производителей и иметь пе-
редаточные характеристики, различающиеся в определенном диапазоне. Для 
того чтобы внедренная система управления работала с такими объектами, необ-
ходимо реализовать встроенную в систему автоматическую калибровку новых 
подключаемых объектов. Это требование накладывает дополнительные ограни-
чения на вычислительную сложность алгоритма калибровки и получение пере-
даточной характеристики, так как обычно система управления реализовывается 
на таких устройствах, как FPGA, микроконтроллеры, микропроцессоры малой 
вычислительной мощности, работающие только с целочисленной арифметикой 
[2, 3]. На таких устройствах программная эмуляция вещественной арифметики 
ресурсоемка, и вещественное число может быть представлено только в виде 
дробного числа с фиксированной запятой. Это обстоятельство препятствует 
использованию таких оптимизационных нелинейных методов, как метод мак-
симального правдоподобия, нелинейной, в том числе итеративной оптимиза-
ции, поскольку эти методы работают с широким численным диапазоном в про-
межуточных вычислениях. В таких условиях становятся актуальными прямые 
алгебраические методы оценки параметров передаточной функции устройства. 

Как правило [4], в качестве модели для сигмовидных зависимостей рас-
сматривают логистическую кривую (рис. 1, а), имеющую нулевую нижнюю 
асимптоту. В реальных технических системах сигмовидные передаточные ха-
рактеристики устройств имеют существенные отклонения от этой простой мо-
дели. Так, для устройств с характеристикой, имеющей отрицательную нижнюю 
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асимптоту, выходные значения ограничиваются снизу нулевым порогом и не 
доступны для наблюдения (рис. 1, б). Точность оценки нижней асимптоты явля-
ется довольно важной, так как она определяет «уровень нуля» на передаточной 
характеристике — один из основных параметров работы устройства. 

Рис. 1. Вид логистической кривой (а) с нулевой нижней асимптотой и вид кусочно-
логистической кривой (б) с сопряжением двух сегментов в точке перегиба  

и с отрицательной нижней асимптотой, недоступной для наблюдения 
 
Дополнительная проблема для аппроксимации — случай передаточной ха-

рактеристики, не симметричной относительно точки перегиба вследствие не- 
идеальности реализации системы или других факторов (см. рис. 1, б). Тогда 
можно предложить кусочно-логистическую модель, где части характеристики с 
двух сторон от точки перегиба аппроксимируются логистической функцией с 
разными параметрами со скачком производной в точке сопряжения. В общем 
случае основная сложность при кусочно-сегментной аппроксимации кривой 
заключается в оценке положений точек сопряжения соседних сегментов. 

Численные методы аппроксимации лoгистической кривой можно разбить 
на два класса: 1) прямые методы, основанные на различных алгебраических 
преобразованиях для линеаризации исходной задачи и оценки параметров ли-
нейным методом наименьших квадратов [4, 5]; 2) нелинейные методы, в кото-
рых итеративно минимизируется нелинейная относительно параметров невязка 
экспериментальных данных и модели по различным критериям [6–8]. 

Oбзор прямых алгебраических методов оценки параметров логистической 
функции c нулевой нижней асимптотой по экспериментальным данным пред-
ставлен в работе [4]. Прямые методы Хотеллинга (Hotelling) и Тинтнера 
(Tintner) сравниваются в работе [5]. Перечисленные методы основаны на алгеб-
раических преобразованиях логистической функции c нулевой нижней асимп-
тотой и соответствующего ей интегрального уравнения для их линеаризации 
относительно неизвестных параметров. В работе сделан вывод, что метод Тинт-
нера лучше аппроксимирует экспериментальные данные. Однако эти методы 
довольно чувствительны к числу и точности экпериментальных отсчетов, при-
ходящихся на асимптоты модельной кривой. 
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Различные полиномиальные аппроксимации вплоть до третьей степени ло-
гистической функции c нулевой нижней асимптотой без использования ариф-
метики с плавающей запятой предложены в работе [2]. Однако такая реализа-
ция содержит свободные параметры, которые не определяются автоматически. 
Кусочно-линейные подходы и аппроксимация второго порядка для представле-
ния логистической функции с заданными параметрами для реализации на FPGA 
рассмотрены в работе [3]. 

Процесс прогнозирования спроса на электроэнергию с помощью построе-
ния логистической кривой с нулевой нижней асимптотой смоделирован в рабо-
те [9]. Для оценки ее параметров использована комбинация прямых методов, в 
частности верхняя асимптота оценена из системы уравнений логистической 
функции, значения которой находятся в трех или четырех отдельных экспери-
ментальных точках. Остальные параметры найдены методом Гаусса (Gause) [4] с 
помощью линейной регрессии на основе линеаризации выражения для логи-
стической функции. Простая логистическая модель для прогнозирования за-
грузки электросетей также использована в работах [10–12]. Оценка трех пара-
метров выполнена в работе [10] решением системы из трех уравнений логисти-
ческой функции в отдельных экспериментальных точках. 

Подход к логистической регрессии методом максимального правдоподобия с 
помощью численной итеративной оптимизации параметров методом Ньютона 
представлен в работах [6–8, 13, 14]. Необходимые и достаточные условия, гаранти-
рующие существование оптимального решения, представлены в работе [7]. В этих 
работах также использована модель логистической функции с нулевой нижней 
асимптотой. Подход к оценке параметров логистической функции с ограничения-
ми нa основе квадратичной оптимизации предложен в работах [15, 16]. Логистиче-
ская модель в работе [17] использована для прогнозирования роста туристическо-
го спроса в Лас-Вегасе на основе нелинейной оптимизации. 

Методы кусочно-логистической аппроксимации рассмотрены в работах  
[18–21]. В них предложено использовать сегментированную логистическую 
кривую, которая скачкообразно меняет темп роста в точке сопряжения сегмен-
тов при сохранении асимптот. Для нахождения точки сопряжения и других па-
раметров применен подход интервальной оптимизации [19] и метод макси-
мального правдоподобия [18]. В обоих подходах использована итеративная не-
линейная оптимизация. 

В настоящей работе рассмотрена задача автоматической аппроксимации экс-
периментальных данных, полученных путем измерения S-образной, незначитель-
но асимметричной передаточной характеристики объектива с моторизированной 
диафрагмой, управляемой шаговым электродвигателем. Дополнительное ограни-
чение для алгоритма аппроксимации — использование вычислительной системы, 
которая работает только с целыми числами, а вещественные числа могут быть 
представлены только как дробные числа с фиксированной запятой. 

Рассмотренные в публикациях прямые методы аппроксимации S-образной 
кривой используют простую логистическую модель с нулевой асимптотой и не 
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описывают алгоритма оценки нижней асимптоты в более общем случае. Кусоч-
но-логистические методы аппроксимации несимметричной кривой используют 
итеративную нелинейную оптимизацию, их реализация затруднена на целочис-
ленных вычислительных системах. Таким образом, эти методы не содержат ал-
горитма решения поставленной задачи. 

В настоящей работе предложен прямой алгоритм оценивания параметров 
логистической кривой с ненулевой нижней асимптотой, решающий задачу при 
заданных ограничениях. На основе дифференциального уравнения, решением 
которого является обобщенная логистическая функция, с помощью линейной 
регрессии второго порядка оценены все параметры, в том числе нижняя асимп-
тота. Для аппроксимации несимметричной S-образной передаточной кривой 
предложена кусочно-логистическая модель, имеющая неизвестную нижнюю 
асимптоту и состоящая из двух сегментов, точка сопряжения которых совпадает 
с точками перегиба составляющих логистических функций (см. рис. 1, б). Для 
оценки параметров модели опытная выборка разделена на две части. Каждая 
часть независимо аппроксимируется собственной обобщенной логистической 
функцией. Описываемые алгоритмы могут быть реализованы с использованием 
дробных чисел с фиксированной запятой. Приведены результаты численного 
эксперимента применения алгоритмов, комбинирующих различные прямые 
методы оценивания S-образной кривой. 

Прямые методы аппроксимации данных логистической функцией. Рас-
смотрим обобщенную логистическую функцию в виде 

 = , > 0, > 0, , , ,
1 ax b

Ky C a K b C x
e

 (1) 

где C  — постоянная составляющая, нижняя асимптота; K  — параметр емко-
сти, определяющий верхнюю асимптоту ( );K C  a  — параметр темпа роста;  
b  — сдвиг, определяющий положение кривой на оси .X  Перегиб кривой нахо-
дится в точке с координатами 0 = / ,x b a  0 = /2.y C K  Логистическая функция 
(1) является решением дифференциального уравнения  

 = ( )( ),dy a y C K C y
dx K

 (2) 

описывающего динамику роста характеристики ( )y x  с двумя асимптотами. 
Простая логистическая функция имеет нулевую асимптоту и описывается вы-

ражением (1) при = 0.C  При аппроксимации выборки данных такой функции 
существует ряд прямых численных методов оценки ее параметров, обзор которых 
можно найти в работах [4, 5]. Рассмотрим несколько основных подходов. 

В ранних работах оценки параметров простой логистической кривой полу-
чали на основе произвольно выбранных трех точек с одинаковым интервалом 
или трех сумм обратных величин значений отсчетов и последующего решения 
замкнутой системы уравнений относительно трех параметров ,a  ,b  K  [4]. 
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Более поздние работы описывают методы, основанные на некоторых алгеб-
раических преобразованиях, для линеаризации уравнений (1), (2) и нахождения 
по ним параметров функции методом наименьших квадратов. Так, в методе 
Гаусса исходное выражение (1) приводится к линейному относительно пара-
метров ,a  b  виду: 

 ( )ln = .K y C b ax
y C

 (3) 

Приняв параметр = 0C  и предварительно независимо оценив значение па-
раметра ,K  неизвестные ,a  b  находятся из построения прямой среднеквадра-
тичной регрессии по выражению (3). 

В методе Фишера (Fisher) [4] для оценки параметров логистической кривой 
использовано выражение (2) в виде  

 1 = ( ).
( )

dy aa y C
y C dx K

 (4) 

В методе предложено аппроксимировать левую часть (4) выражением  
(при C = 0) 

 

1
1 1

1

1 1 1= ln( ) ln( ) ln( ) ln( ) = ln ,
2 2

i
i i i i

ii

dy yy y y y
y dx y

 
где i — индекс точки из выборки экспериментальных данных. Далее параметры a, 
K  находят построением прямой среднеквадратичной регрессии по выражению  

 1

1

1 ln = .
2

i
i

i

y aa y
y K

 (5) 

Mетод Хотеллинга [4] использует другую аппроксимацию левой части вы-
ражения (4) относительно средней точки на интервале, содержащем три отсчета 
(при = 0):C  

 1 1 1

1 1 1

1 ( ) ln ( )= , = ,
1 ( )

i i i i i

i i i ii

dy y y q y y yq
y dx y q y y y

 (6) 

a, K  — параметры, которые находят с помощью линейной регрессии (4). 
В методе Раухгардена (Roughgarden) [4] для аппроксимации производной в 

левой части выражения (4) применяют простую конечную разность при еди-
ничном шаге:  

 11 = .i i

ii

dy y y
y dx y

 (7) 

В работе [5] этот подход также называется методом Хотеллинга. 
Другой подход использован в методах Родса (Rhodes) [4] и Тинтнера [5]. На 

основе исходной функции (1) для соседних отсчетов из выражений  
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1

1
1 1 1= = , =

i iax b ax b
i i

i

e ez z
y C K K

 

следует итеративное представление  

 1
1= ,

a
a

i i
ez e z

K
 (8) 

которое далее используют для построения прямой среднеквадратичной регрес-
сии 1( )i iz z  и оценки параметров a, K.   

В методе Лесли (Leslie) [4] использовано выражение (8) в форме  

 
1

1=
a

i a
i

i

y ee y
y K

 (9) 

для прямой регрессии 1/i iy y  на .iy  
Метод оценки параметров обобщенной логистической функции. Для оценки 

всех параметров обобщенной логистической функции (1) необходимо, в частности, 
оценить нижнюю асимптоту, параметр .C  Рассмотренные ранее прямые методы не 
предполагают алгоритма для его оценки. Предложим подход для решения такой 
задачи. 

Отметим, что правая часть выражения (2) является полиномом второй сте-
пени функции y  и запишем ее в виде  

 2 2 2
2 1 0= ( (2 ) ) = .dy a y C K y CK C A y A y A

dx K
 (10) 

Здесь 2 = / ,A a K  1 = (2 )/ ,A a C K K  2
0 = ( ( ))/A a CK C K  — коэффициенты 

полинома, которые можно получить с помощью построения среднеквадратич-
ной регрессии второго порядка по экспериментальным данным, т. е. найти ре-
шение системы линейных уравнений  

 

2
0 1 2

2 3
0 1 2

2 3 4 2
0 1 2

;

= ;

= ,

i i
i i i i

i ii i
i i i i i

i i i i
i i i i i

dynA A y A y
dx

dyA y A y A y y
dx
dyA y A y A y y
dx

 

где суммирование проводится по всей выборке, а производные аппроксимиру-
ются конечными разностями. По найденным значениям коэффициентов и с 
учетом того, что > 0,a  можно оценить параметры логистической функции вы-
ражениями  

 12
0 21

2 2
= 4 , = , = .

2
a a Aa A A A K C

A A
 (11) 

При найденных значениях ,K  ,C  a  параметр b  может быть определен ме-
тодом Гаусса (3):  
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=1 =1

1 ( )= ln ,
n n i

i
i i i

a K y Cb x
n n y C

 (12) 

где n  — число отсчетов в опытной выборке; ,C  ,K  a  — оцененные параметры 
на предыдущих шагах. Из выражения (12) следует, что координата 0x  может 
быть оценена как  

 0
=1 =1

1 1 ( )= = ln .
n n i

i
i i i

b K y Cx x
a n an y C

 (13) 

Построим несколько альтернативных алгоритмов оценивания параметров ,C  
,K  ,a  комбинируя различные методы. Разные комбинации оценок параметров 

закодируем в названии алгоритма так, чтобы после названия метода приводилось 
множество параметров, которые им оцениваются: < метод > {параметры}  
< метод > {параметры}.  Названия алгоритмов приведены в табл. 1 и указано, ка-
ким методом и по какой формуле оценивается каждый параметр для предлагаемой 
комбинации. 

Метод аппроксимации кусочно-логистической кривой. Для аппроксимации 
асимметричной S-образной кривой рассмотрим кусочно-логистическую модель. 

Сегментированную логистическую кривую, которая скачкообразно меняет 
темп роста a  в точке сопряжения сегментов при сохранении асимптот, предложе-
но использовать в работах [18, 20]. Таким образом, параметр ( )a x  является сту-
пенчатой функцией с разрывом в пороговой точке сопряжения сегментов. Для 
нахождения точки сопряжения и других параметров используют подход интер-
вальной оптимизации [19] и метод максимального правдоподобия [18]. В обоих 
подходах применяют итеративную нелинейную оптимизацию, которая не может 
быть реализована с помощью только арифметики с фиксированной запятой. 

Таблица 1 

Комбинации методов для оценки логистической кривой 

Алгоритм 
Оценка параметра 

C  K  a  b  
Proposed { , , }C K a  
Gause { }b  

(11) 

(11) (11) 
Методом  

Гаусса (12) 
Proposed { , }C K   
Gause { , }a b  (11) Методом  

Гаусса (3) 
Методом  
Гаусса (3) 

Proposed { , }C K   
Leslie { }a  Gause { }b   (11) Методом  

Лесли (9) 

Методом  
Гаусса (12) 

Proposed { }C
Leslie { , }K a  Gause { }b  

Методом  
Лесли (12) 

Методом  
Лесли (12) 

Proposed { , }C K   
Fisher { }a  Gause { }b   (11) Методом  

Фишера (5) Proposed { }C   
Fisher { , }K a  Gause { }b   

Методом  
Фишера (5) 
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В настоящей работе использован прямой подход. На первом этапе оценено 
положение точки сопряжения, которая разбивает выборку данных на две части. 
На втором этапе, при заданной точке сопряжения, выполняется аппроксимация 
каждой части опытной выборки логистической кривой (1) одним из прямых 
методов, описанных ранее. 

Используем модель с точкой сопряжения, совпадающей с точкой перегиба 
обеих логистических кривых (см. рис. 1, б): 

 

1
1 01 1

2
2 02 2

0 1 1 2 2 0 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

при < ;
1=

 при ,
1

= / = / , = / 2 = / 2;
> 0, > 0, > 0, > 0, , , , ;
= { , , , }, = { , , , },

a x b

a x b

KC x x
ey

KC x x
e

x b a b a y C K C K
a a K K C C b b
L a b K C L a b K C

 (14) 

где 0 0( , )x y  — координаты точки сопряжения; 1,L  2L  — параметры соответ-
ствующих логистических функций.  

На первом этапе оцениваются коор-
динаты точки сопряжения 0 0( , )x y  при 
допущении, что исходная кривая является 
незначительно асимметричной. Выраже-
ние (13) не позволяет этого сделать без 
априорной оценки неизвестных парамет-
ров ,a  ,K  .C  Предложим альтернатив-
ный подход оценки координаты 0,x  ис-
пользуя свойства симметричности логи-
стической кривой и выражение для ее 
производной  

 2= ,
(1 )

ax b

ax b
dy aKe
dx e

 (15) 

имеющей вид колокола (рис. 2). 
Утверждение 1. Среднее значение производной логистической функции (15) 

равно координате 0 = /x b a  точки перегиба самой функции (1). 
◀ Действительно, среднее значение производной (15) определяется по вы-

ражению 

 0 2
ˆ = ,

(1 )

ax b

ax b
K axex dx

edy dx
dx

 (16) 

где  

Рис. 2. График производной логисти-
                 ческой функции (1) 
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 = = .
1

x

ax b
x

dy Kdx K
dx e

 

Второй интеграл в выражении (16) берется по частям:  

 0
1ˆ = .

1 1

x

ax b ax b
x

xx dx
e e

 

Здесь интеграл с использованием замены переменной = axz e  равен  

 1 ln( )= = .
1

xax b ax

ax b b ax
x

e e edx dx
e e e a

 

В результате получаем   

 0
ln( )ˆ = , где = .

1

b axx
ax bx

x e eх I I
e a

 

Преобразуя выражение под пределами  

 

ln( ) ln( ) =
(1 )

(ln ln(1 )) ln( )= =
(1 )

ln(1 ) ln( ) ln(1 ) ln( )= =
(1 ) (1 ) ( 1)

b ax b ax ax b

ax b

ax ax b b ax ax b

ax b

ax b b ax ax b ax b b ax

ax b ax b ax b

ax e e e e eI
a e

ax e e e e e
a e

e e e e e e e
a e a e a e

 

и раскрывая неопределенность в выражении второго слагаемого  

 ln( ) 1 1= = = 0,lim lim lim( 1) (1 ) ( 1)

b ax

ax b ax b ax b ax bx x x

e e
a e a e e a e

 

для первого предела получаем  

 ln(1 ) ln( )= = 0.lim lim lim(1 ) ( 1)

ax b b ax

ax b ax bx x x

e e e
I

a e a e
 

Раскрывая неопределенность в выражении первого слагаемого I   

 1 1= = 0,lim lim1 ax b ax bx xe ae
 

для второго предела имеем 

 1 ln( ) ln= = = .lim lim lim1

b ax b

ax bx x x

e e e b
I

e a a a
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Окончательно определяем, что  

 0 0ˆ = = = .lim lim
x x

bх xI I a
 ▶ 

На основе утверждения 1 для нахождения точки перегиба логистической 
функции (1) и параметра b будем использовать оценку среднего значения про-
изводной (16) по дискретной выборке из выражения  

 
=1

0 0

=1

ˆ ˆ= , = .

n
i

i i

n

i i

dyx
dx

х b aх
dy
dx

 (17) 

Чем более симметрична опытная выборка в диапазоне асимптот кривой, 
тем точнее оценка (17) среднего значения. 

Значение координаты 0y  находится по линейной интерполяции экспери-
ментальных данных в точке 0 :x   

 1 0 1 0
0

1

( ) ( )= .i i i i

i i

y x x y x xy
x x

 (18) 

Исходная опытная выборка разбивается на две части: 1) левую 0( < );x x   
2) правую 0( ).x x  В каждой части оцениваются параметры своей логистиче-
ской кривой (14) путем построения регрессии второго порядка (10) при условии 
совпадения ее максимума и точки сопряжения (18), т. е. при условии равенства 
нулю производной выражения (10) в точке 0.y  Таким образом решается следу-
ющая система линейных алгебраический уравнений: 

 

2
0 1 2

2 3
0 1 2

1 2 0

= ;

= ;

2 = 0,

i i
i i i i

i ii i
i i i i i

dynA A y A y
dx

dyA y A y A y y
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A A y

 

где суммирование проводится по соответствующей части разделенной выборки. 
Решение этой системы и оценка параметров (11) логистической функции имеет 
простой вид, с учетом ограничения > 0:a   

 

0 1 0 1
0 1 2

0 0 0

2 2 0
0

0 1 0

2= ; = ; = ;

= ; = ; = .
| | | | 2

N N y NA A A
D D D

N N D Ka K C y
D N D

 (19) 
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Здесь  

 

0 1 2

2
1 2 1 1 00

2 2 3
0 1 2 1 0 2 0

= ;

= , = 4 ( );

= , = 2 , = 2 .

i
i ii i

i i
i i ii i

i i i i i
i i i i i

dy dyN D y D
dx dx

dy dyN n y y N N N y N
dx dx

D D y nD D y y y D y y y

 (20) 

Таким образом, из выражений (17), (19) по соответствующей части опытной 
выборки находят параметры 1,L  2L  соответствующих логистических функций. 

Отметим, что вычисления на основе выражений (17), (19), включая алго-
ритм вычисления квадратного корня из целого числа, могут быть реализованы с 
использованием арифметики с фиксированной запятой на целочисленном про-
цессоре. 

Как и ранее, путем комбинирования прямых методов сформулируем не-
сколько альтернативных алгоритмов для оценки параметров, закодировав раз-
личные комбинации методов. Названия алгоритмов приведены в табл. 2 и ука-
зано, каким методом и по какой формуле оценивается каждый параметр для 
предлагаемой комбинации. 

Таблица 2 

Комбинации методов кусочно-логистической оценки 

Алгоритм 
Оценка параметра 

C  K  a  b  
Proposed { , , }C K a  

(19) 

(19) 
(19) 

(17) 

Proposed { , }C K  Gause { }a  Методом Гаусса (3) 
Proposed { , }C K  Leslie { }a  

Методом Лесли (9) 
Proposed { }C  Leslie { , }K a  Методом Лесли (9) 
Proposed { , }C K  Fisher { }a  (19) 

Методом Фишера (5) 
Proposed { }C  Fisher { , }K a  Методом Фишера (5) 

 
Численная оценка параметров модели передаточной характеристики.  

В качестве экспериментальных данных в работе использованы измерения яр-
костной характеристики оптической системы объектива с моторизированной 
диафрагмой, управляемой шаговым электродвигателем. Степень открытости 
диафрагмы задана порядковым номером шага двигателя, который с помощью 
контроллера преобразовывался в соответствующий сигнал управления двигате-
лем. Таким образом, экспериментальная передаточная характеристика пред-
ставляет собой зависимость средней яркости точечного источника освещения, 
зарегистрированной сенсором оптической системы, от номера шага моторизи-
рованной диафрагмы (рис. 3, а). 
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а                                            б 

 
 
 
Рис. 3. Измеренная передаточная 
характеристика (а) оптической системы 
объектива, кусочно-квадратичная ап-
проксимация производной значений 
экспериментальных данных (б), резуль-
тат аппроксимации кусочно-логисти- 
                        ческой кривой (в) 

в 

Передаточная характеристика немного асимметрична, имеет отрицатель-
ную нижнюю асимптоту, недоступную для измерения. Разный объем экспери-
ментальных данных, приходящихся на обе асимптоты характеристики, не будет 
искажать оценку координаты точки перегиба по выражению (17), так как их 
вклад в производную (15) минимален (см. рис. 2). Промежуточный результат 
аппроксимации производной (10) передаточной характеристики тремя парабо-
лами показан на рис. 3, б. Левая парабола аппроксимирует левую часть выборки, 
правая парабола — правую. Сегменты парабол построены на основе выражений 
(19). Третья парабола, показанная штриховой линией, построена по всей сово-
купности данных по формулам (11). В точке сопряжения заметен разрыв значе-
ний в кусочно-квадратичной аппроксимации. 

Результат кусочно-логистической аппроксимации передаточной характери-
стики приведен на рис. 3, в. При кусочно-логистическом подходе нижняя 
асимптота оценивается довольно точно. 

В качестве численной меры точности использовался критерий 2:   
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и нормированное среднеквадратичное отклонение  
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где ˆ( )iу x  — значение аппроксимирующей функции в точке .ix  Численное срав-
нение результатов работы предлагаемых методов приведено в табл. 3. 

Таблица 3 

Сравнение предлагаемых алгоритмов для аппроксимации  
экспериментальных данных 

Алгоритм СКО 2
32  

Односегментный логистический подход 
Proposed { , , }C K a  Gause { }b   0,021 8,3 
Proposed { , }C K  Gause { , }a b   0,019 8,6 
Proposed { , }C K  Leslie { }a  Gause { }b   0,052 123,1 
Proposed { }C  Leslie { , }K a  Gause { }b   0,50 29,5 
Proposed { , }C K  Fisher { }a  Gause { }b   0,054 140,7 
Proposed { }C  Fisher { , }K a  Gause { }b   0,061 32,6 

Кусочно-логистический подход 
Proposed { , , }C K a   0,020 3,5 
Proposed { , }C K  Gause { }a   0,022 3,9 
Proposed { , }C K  Leslie { }a   0,018 3,2 
Proposed { }C  Leslie { , }K a   0,020 6,2 
Proposed { , }C K  Fisher { }a   0,016 6,5 
Proposed { }C  Fisher { , }K a   0,020 8,0 

 
Заключение. Разработан прямой метод аппроксимации экспериментальных 

данных кусочно-логистической кривой, в которой точка сопряжения сегментов 
совпадает с точками перегиба составляющих логистической функции. Предложен 
метод оценки параметров обобщенной логистической функции на основе линей-
ной среднеквадратичной регрессии второго порядка. Рассмотрены варианты 
комбинаций различных прямых методов и проведено численное сравнение их 
точности на примере аппроксимации передаточной характеристики объектива с 
моторизированной диафрагмой. Представлены результаты сравнения. 

Результаты экспериментов показывают, что кусочно-логистический метод 
имеет преимущество по точности приближения экспериментальных данных в 
окрестности нижней асимптоты перед односегментной аппроксимацией обоб-
щенной логистической функцией и решает поставленную задачу. 

Разработанный метод на основе выражений (17), (19) дает возможность ре-
ализовать алгоритм оценивания достаточной точности с применением только 
целочисленной арифметики и дробных чисел с фиксированной запятой. 



Прямой метод оценки параметров двусегментной кусочно-логистической кривой

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2018. № 1 45 

Развитием подхода может быть разработка итеративного алгоритма авто-
матического оценивания точки сопряжения сегментов путем адаптивного пере-
распределения экспериментальных данных между сегментами на каждой итера-
ции на основе метода максимального правдоподобия. 
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Abstract Keywords 
In this study we examine an approach to approximation of 
experimental data of a two-segmented piecewise logistic 
curve based on the linear mean square regression. The re-
quirement to use fixed-point arithmetic only in the estima-
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tion algorithm is the main condition for the operation in 
the embedded system. The paper proposes a method for 
parameters estimation of the piecewise logistic curve with 
the segment change-point coinciding with the inflection of 
the logistic functions. At the first stage we estimated the 
curve inflection point divided the samples of the experi-
mental data into two parts. At the second stage, each part  
of the data is approximated independently by a generalized 
logistic function with the given inflection point. As a result, 
we suggest using a differential equation whose solution  
is the generalized logistic function in the mean square 
secondorder regression for estimating the parameters of 
the curve. The developed method can be used in combina-
tion with other known direct computing methods 
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