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Аннотация Ключевые слова 
На примере задачи пространственного наведения раке-
ты рассмотрена перспективная технология многокрите-
риальной оптимизации на основе многопрограммного 
позиционного управления для формирования траекто-
рий, обеспечивающих эффективное попадание в цель. 
Для существенного уменьшения размерности простран-
ства поиска неизвестных параметров вместо параметри-
зации самого управления осуществлен переход в про-
странство поиска параметров некоего желаемого вида 
опорных траекторий. На основе «тяготения» к опорным 
траекториям сформирован набор решений (зависимо-
сти вектора состояния, управления от времени, значе-
ния критериев оптимизации), из которых выбрано 
наиболее предпочтительное 
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Получение многокритериально-оптимальных программных управлений и тра-
екторий (МОПУТ) для нелинейных объектов, например таких, как система 
наведения ракеты, является сложной и непростой задачей [1, 2]. В целом подхо-
ды к решению многокритериальных задач оптимизации можно разделить на 
два основных направления. Первое связано с получением тем или иным спосо-
бом области значений показателей, на которой любым из известных методов 
многокритериальной оптимизации осуществляется поиск наиболее подходяще-
го решения. К таким подходам относятся прямые интерактивные методы, 
например методы конусов доминирования [3], а также NIMBUS, SIGMOP, 
STEM, MAUT, AHP, ELECTRE и др. [4, 5]; методы скаляризации — свертка по-
казателей, лексикографическая оптимизация, «пороговая» оптимизация (метод 
главного критерия), метод уступок, целевое программирование; методы ком-
промиссов — метод «идеальной» точки, компромиссы на основе точки Шепли, 
равновесно-арбитражная схема Нэша, метод паритета [3]. 

 Второе направление связано с использованием численных технологий мно-
гокритериальной оптимизации, к которому в первую очередь можно отнести 
методы многомерной оптимизации при скаляризации вектора показателей [6], 
генетические алгоритмы при получении области Парето [7–12], метод малых 
возмущений [13] и др. 
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 Использование отмеченных подходов предполагает, что искомое опти-
мальное управление ( )ku t  представляется неким набором параметров Pk, на ос-
нове которых можно получить однозначное решение рассматриваемой задачи  
 ( ) {  ,}k k ku t P J   

где Jk — вектор критериев оптимизации. Простейшим способом такой парамет-
ризации является распределение неизвестных параметров по времени и поиск 
их значений с дальнейшей аппроксимацией. Для описания искомого управле-
ния при синтезе сложных нелинейных систем с неизвестным и довольно про-
должительным временем окончания процесса может потребоваться большое 
число неизвестных параметров, что в значительной степени усложняет приме-
нение классических алгоритмов оптимизации. 

 Помимо относительной сложности алгоритмов, неопределенности в выбо-
ре числа параметров и дискретизации их по времени, от чего зависит возмож-
ность получения того или иного субоптимального решения, у этих подходов 
имеется еще ряд недостатков применительно к задаче получения полного набо-
ра МОПУТ, необходимого для синтеза оптимальных систем управления [1]. 

 1. В связи с большим пространством поиска для нахождения оптимального 
решения требуется многократное интегрирование модели. Поэтому время полу-
чения даже одного оптимального решения может быть длительным. C учетом 
того, что для охвата всего диапазона начальных условий требуется довольно 
большое число МОПУТ, этот параметр оказывает ощутимое влияние на форми-
рование и исследование закона оптимального наведения. 

 2. Сложность настройки алгоритмов для автономного (без участия опера-
тора) получения решений на множестве начальных условий, так как требуется 
автоматический выбор множества неизвестных параметров, распределение их 
по времени и выбор начального приближения. 

 3. Нет гарантий того, что полученное в итоге решение является близким к оп-
тимальному, а не просто субоптимальным в рамках выбранных условий поиска. 

 Для преодоления этих сложностей предложена новая альтернативная тех-
нология многокритериальной оптимизации на основе многопрограммного по-
зиционного управления (МПУ) на примере получения МОПУТ для системы 
наведения ракеты [1]. 

 Идея предлагаемого подхода оптимизации основана на поиске опорной тра-
ектории в форме некой желаемой кривой, предположительно оптимального вида, 
обеспечивающей наилучшие показатели по заданным критериям оптимизации. 
Для выбранной траектории решается обратная задача, т. е. определяются соответ-
ствующие данной траектории управляющие воздействия и остальные состояния 
системы как функции от времени. Далее с использованием найденного решения в 
качестве опорной траектории для тех же начальных условий получается решение 
на основе МПУ, которому соответствует вектор критериев оптимизации. Причем 
из-за ограничений на управляющие воздействия, которые не учитываются при 
получении желаемой траектории, эта опорная траектория может быть нефизиче-
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ской, т. е. несоответствующей в полной мере реальным возможностям объекта 
управления. В процессе же применения МПУ используется полная модель, учи-
тывающая ограничения, и поэтому полученные решения будут уже соответство-
вать действительности. Таким образом, пространством поиска являются пара-
метры этой кривой, и для заданных наборов значений параметров получают ре-
шения с использованием МПУ, из которых затем на основе заданного вектора 
критериев и известных подходов многокритериальной оптимизации выбирается 
наилучшее. Схема алгоритма описанной оптимизации приведена на рис. 1.  

 Рис. 1. Схема алгоритма оптимизации на основе желаемого вида траектории и МПУ  
                                                              (ОТ — опорная траектория) 

Для задачи, решаемой в статье [1], видом желаемой траектории для про-
дольного канала была выбрана парабола 

 2( ) .H X aX bX c  

 Поскольку начальные условия положения заданы 0 0( , ),X H  а конечные ко-
ординаты нулевые (0,0),  то параметрами поиска удобно выбрать координаты 
еще одной точки, принадлежащей параболе ( , ),p pX H  которые будут опреде-
лять значения параметров , ,a b c  следующим образом: 
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Опорные траектории для продольного канала с начальным условием пуска 
по дальности 15 000 м, высоте 3000 м и скорости пуска 100 м/с приведены в ка-
честве примера на рис. 2. 

Рис. 2. Опорные траектории для продольного канала 
 
На их основе получены решения с использованием МПУ (рис. 3) и матрица 

сравнения критериев JM  (табл. 1). 

Рис. 3. Опорные траектории (1, красные) для opt [1500, 3000]P  (а) и opt [500, 1500]P (б) 
и траектории, полученные на основе МПУ (2, синие),  для начальной высоты пуска 3000 (а) 

и 50 м (б), дальности 15 000 м и скорости пуска 100 м/с 
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Таблица 1 
Матрица сравнения критериев Mj  для начальной высоты пуска 3 000 м, 

дальности 15 000 м и скорости пуска 100 м/с 

Hp  Xp  ,TV м/с ,TX м ,fT с J  
6000 –4500 217,43 8,69E–02 57,23 3,293 
6000 –6000 263,59 5,12E–05 54,06 0,720 
6000 –7500 218,29 3,73E–02 52,56 0,942 
6000 –11 250 263,59 5,12E–05 54,06 0,720 
3000 –2250 263,59 5,12E–05 54,06 0,720 
3000 –4500 247,94 1,00E–03 51,09 –0,303 
3000 –5250 239,66 2,78E–03 50,17 –0,569 
3000 –6000 238,05 2,31E–03 50,06 –0,601 
3000 –6750 237,18 2,24E–04 50,00 –0,635 
3000 –7500 233,92 2,06E–05 49,93 –0,630 
3000 –8250 230,82 8,80E–06 49,87 –0,622 
3000 –9000 228,83 2,54E–04 49,86 –0,602 
3000 –9750 226,86 3,28E–06 49,80 –0,608 
3000 –10 500 224,36 6,14E–04 49,86 –0,551 
3000 –11 250 222,22 4,69E–04 49,87 –0,525 
3000 –12 000 220,47 1,07E–03 49,95 –0,469 
3000 –12 750 218,90 9,45E–04 49,95 –0,453 
3000 –13 500 217,44 4,98E–04 49,99 –0,426 
3000 –14250 216,06 3,91E–04 50,12 –0,359 
1500 –2250 238,17 2,49E–03 50,08 –0,592 
1500 –3000 231,96 9,00E–05 49,84 –0,645 
1500 –3750 222,22 4,69E–04 49,87 –0,525 
1500 –4500 213,61 2,92E–04 50,14 –0,326 
1500 –5250 205,93 4,20E–04 50,52 –0,089 
1500 –6000 199,02 6,46E–05 51,00 0,175 
1500 –6750 192,52 4,65E–05 51,42 0,414 
1500 –7500 186,47 2,74E–04 51,80 0,634 
1500 –8250 180,86 7,16E–04 52,05 0,799 
1500 –9000 175,80 1,65E–04 52,35 0,969 
1500 –9750 169,99 9,42E–05 52,52 1,099 
1500 –10 500 174,38 3,85E–06 52,73 1,136 
 
Для выбора оптимального решения можно воспользоваться одним из мето-

дов многокритериальной оптимизации, например методом свертки показа-
телей: 

 ,n
i i

i
J J  

где i  — весовой коэффициент i-го показателя; n
iJ  — нормированное значение 

показателя, определяемое по формуле 
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max min ,i in
i
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J JJ
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 (1) 

min max,i iJ J  — минимальное и максимальное значения i-го показателя, определя-
емые из матрицы сравнения критериев (см. табл. 1). 

 Для решаемой задачи i и iJ были выбраны следующими: 
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 Таким образом, наиболее важным является попадание в цель, затем —  
минимизация времени полета и следующий по приоритету критерий 1J — мак-
симизация скорости подлета. 

 Причем поскольку все значения промаха могут быть малыми величинами (см. 
табл. 1), практически нулевыми, то при их нормировании по формуле (1) полу-
чаются значения, сильно влияющие на суммарный вектор показателей ,J  по-
этому в знаменатель при нормировании промаха добавляется, например, слага-
емое от 1 до 5. 

 Остается найти минимум значения вектора показателя J  и соответствую-
щие ему значения оптимальных параметров опорной траектории: 
 opt min .P f J  (2) 

 В результате описанного подхода для матрицы сравнения критериев JM  (см. 
табл. 1) по формуле (2) получается opt [1500, 3000]P . Опорная траектория и 
траектория на основе МПУ для optP  показаны на рис. 3, а. 

Выполняя аналогичный расчет для тех же условий, за исключением 
начальной высоты пуска (Н0 = 50 м), получаем 
опорную траекторию и траекторию на основе МПУ 
(рис. 3, б). 

 В случае формирования управления в боковом 
канале опорные траектории предлагается искать 
также в форме параболы либо в форме треугольни-
ка, вершина которого определяется как точка раз-
ворота на цель (рис. 4). 

 Параметрами поиска в данном случае удобно 
выбрать углы и ,r r  которые однозначно опреде-
ляют вершину треугольника (третью точку парабо-
лы). Тогда координаты вершины rZ  и rX  через углы 

,r r и дальность до цели 0X  выражаются как 

                   0
tg tg ;

tg tg
r r

r
r r

Z X  .
tg

r
r

r

ZX  
Рис. 4. Определение углов 
для поиска опорных траекто- 
        рий в боковом канале 
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 Проведем оптимизацию для начального условия 0 100 м/с,v 0 3000 м,H

015265 м, 30 .D   Опорные траектории и решения на основе МПУ приведе-
ны на рис. 5, сформированная матрица сравнения критериев — в табл. 2, получен-
ное оптимальное решение — на рис. 6. 

Рис. 5. Опорные траектории (красные) и траектории, полученные на основе МПУ (черные) 
(начальная высота пуска 3000 м, дальность 15 265 м, скорость пуска 100 м/с и угол пути 30 ,  
                                                                             вид сверху) 

Таблица 2 
Матрица сравнения критериев JM  для начальной высоты пуска 3000 м, 

дальности 15 265 м, скорости пуска 100 м/с и угла пути 30  

r  r  ,TV м/с ,TX м ,fT с J  
30,0 0,1 152,90 6,45 67,34 9,366 
30,0 0,6 152,47 6,62 67,52 9,675 
30,0 1,1 152,13 6,58 67,67 9,720 
30,0 1,6 151,60 6,95 67,83 10,251 
30,0 2,1 150,88 6,97 68,03 10,416 
30,0 2,6 150,55 7,25 68,18 10,839 
15,0 0,1 163,94 0,00 63,54 –0,586 
15,0 0,6 163,90 0,00 63,59 –0,559 
15,0 1,1 163,79 0,00 63,69 –0,502 
15,0 1,6 163,85 0,00 63,69 –0,508 
15,0 2,1 163,48 0,00 63,76 –0,451 
15,0 2,6 163,26 0,00 63,80 –0,418 
5,0 0,1 166,45 0,00 63,04 –0,976 
5,0 0,6 166,36 0,00 62,99 –0,995 
5,0 1,1 166,14 0,00 63,09 –0,936 
5,0 1,6 166,19 0,00 63,01 –0,979 
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 В случае наиболее общего подхода или если к терминальным требованиям 
добавляется обеспечение заданного угла подхода к цели, опорную траекторию 
предлагается искать не в виде парабол 
(или треугольника), как было предложе-
но для продольного и бокового каналов, 
а в виде произвольной кривой, получае-
мой в результате интерполяции набора 
ключевых точек, например, полиномом 
2-го порядка (рис. 7). Начало кривой 
определяется начальными условиями по 
высоте и дальности, а конец — коорди-
натами цели. Положение точек по даль-
ности фиксируется в абсолютных едини-
цах или относительно начальной дально-
сти до цели, а параметрами поиска служат значения высоты каждой точки. 

Описанный подход позволяет значительно уменьшить время поиска полно-
го набора оптимальных решений, необходимого для синтеза системы управле-
ния на основе МПУ, по сравнению с другими методами оптимизации. В силу 
того, что синтезируемая траектория стремится к идеалистическим траекториям 
(полученным без ограничений на управление), в процессе перебора имеется 
возможность найти такую траекторию, энергетические характеристики которой 
позволяют получить решение, имеющее свойства, близкие к оптимальным. 
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Рис. 6. Опорная траектория (красная)  
для 5 , 2,6r r  и траектория, полу-
ченная на основе МПУ (черная) (начальная 
высота пуска 3000 м, дальность 15 265 м, 
скорость пуска 100 м/с и угол пути 30 ,  
                               вид сверху) 

Рис. 7. Пример опорной траектории
        при задании ее в виде набора точек 
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Abstract Keywords 
The article considers a promising technology of mul-
ticriteria optimization based on multiprogram point-to-
point control for forming trajectories ensuring efficient 
target hit, using the problem of spatial missile guidance as 
an example. In order to significantly reduce the unknown 
parameter search space dimension, instead of parametri-
sing the control itself we transition to a search space for 
parameters of a certain desired reference trajectory form. 
We form the solution set (state and control vectors as 
functions of time, plus optimisation criteria values) based 
on "gravitating" towards reference trajectories and select 
the most preferable solution 
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