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Введение. В практической метрологии нередко возникают случаи, когда 
искомые физические величины определяются на основе решения систе-
мы уравнений, полученной по результатам прямых измерений других 
величин. Речь не идет о совокупных измерениях, где в систему уравнений 
входят одноименные величины, а погрешность измерения может быть 
легко определена [1]. В общем случае в систему входят произвольные 
уравнения, составленные из величин с различными единицами измере-
ния и коэффициентами. 

Оценка погрешностей измерений при решении системы уравнений 
представляет собой важную и непростую задачу. Если решаемая система 
плохо обусловлена, то относительные погрешности определения иско-
мых величин могут на несколько порядков превышать относительные 
погрешности прямых измерений. В случае хорошо обусловленной систе-
мы эти погрешности отличаются незначительно. 
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Известно, что критерии обусловленности систем алгебраических 
уравнений, используемые в линейной алгебре, несовершенны [2]. Их не-
целесообразно применять для систем уравнений, составленных из вели-
чин с различной размерностью. 

В настоящей работе предложена методика и критерии оценки обуслов-
ленности систем уравнений, в основу которых положены методы расчета 
погрешностей косвенных измерений. Оценка увеличения погрешности из-
мерения в результате решения системы уравнений рассмотрена на примере 
анализа бесконтактных аэродинамических методов одновременных изме-
рений плотности и поверхностного натяжения жидкостей. 

Аэродинамические методы измерений свойств жидкостей. Струя 
газа, направленная на поверхность жидкости, формирует на ней углубле-
ние (рис. 1). При постоянной скорости газа в струе размеры углубления в 
основном определяются плотностью ρ и поверхностным натяжением σ 
жидкости. В динамическом режиме при изменении скорости газа значи-
тельное влияние на форму и размеры углубления оказывает вязкость 
жидкости. Определение физических свойств жидкости по геометриче-
ским параметрам углубления и закономерностям их изменения во време-
ни является основой методов измерений плотности, поверхностного 
натяжения и вязкости [3–8]. 
  

Рис. 1. Схемы получения двух уравнений баланса сил путем изменения 
давления Р (а) и расстояния H (б):  

1 — струйная трубка с отверстием истечения; 2 — жидкость; 3 — углубление 
 
Силе F действия газовой струи на поверхность жидкости противо-

действуют выталкивающая сила F  и сила поверхностного натяжения F . 
Уравнение баланса сил на поверхности раздела фаз имеет вид 
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 .F F F   (1) 

Одновременное соизмеримое влияние плотности и поверхностного 
натяжения жидкости на форму и размеры углубления, формируемого 
струей газа, затрудняет их раздельное измерение [3, 9–12]. Один из путей 
преодоления этой проблемы — решение системы двух уравнений баланса 
сил, полученных для различных форм углубления. 

Входными величинами двухфазной системы струя газа–жидкость яв-
ляются давление P перед отверстием истечения струи и расстояние H от 
него до поверхности жидкости (см. рис. 1). Получить систему из двух 
уравнений баланса сил можно путем варьирования одного из этих пара-
метров или их одновременным изменением. 

При постоянном расстоянии H целесообразно определять давления 
P1 и P2, соответствующие двум заданным значениям h1 и h2 высоты 
углубления, а не наоборот. Первый подход отличается постоянством 
формы и размеров углубления при изменении свойств жидкости и упро-
щением определения степени деформации поверхности жидкости. 

Варьирование расстояния H позволяет в наибольшей степени изме-
нять отношение сил / ,F F  так как одновременно существенно изменя-
ются высота и радиус углубления. При уменьшении расстояния H высота 
увеличивается, а радиус уменьшается (рис. 1, б). 

Изменение расстояния H при постоянном давлении P позволяет по-
лучить два значения H1 и H2, соответствующие двум заданным значениям 
h1 и h2 высоты углубления. В этом случае H1 и H2 — переменные величи-
ны, зависящие от свойств контролируемой жидкости. Получение систе-
мы уравнений таким способом нецелесообразно, так как формы углубле-
ний, соответствующих заданным значениям h1 и h2 высоты углубления, 
зависят от значений H1 и H2. В этом случае задание величин h1 и h2 не да-
ет желаемого результата — стабилизации форм углубления при измене-
нии свойств контролируемой жидкости. Расстояние H следует варьиро-
вать на двух фиксированных уровнях. 

Вариант реализации варьирования расстояния H на двух фиксиро-
ванных уровнях H1 и H2 с постоянным значением давления P рассматри-
вать нет необходимости, так как в этом случае при изменении свойств 
жидкости будут изменяться значения h1 и h2. По сути, этот вариант ана-
логичен измерению свойств жидкостей по значениям h1 и h2 при посто-
янных давлениях P1 и P2. 
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Наиболее перспективен вариант получения двух уравнений баланса 
сил путем одновременного изменения расстояния H и давления P. В этом 
случае появляется возможность задания одного фиксированного значе-
ния h0 высоты углубления (см. рис. 1, б). Расстояние H варьируется на 
двух фиксированных уровнях H1 и H2, а давление P в обоих случаях из-
меняется так, чтобы обеспечить равенство высоты углубления заданному 
значению h0. Этому значению высоты соответствуют две различные фор-
мы углубления, которые слабо меняются при изменении свойств контро-
лируемой жидкости. Измеряемые величины ρ и σ вычисляются по давле-
ниям P1 и P2, соответствующим H1 и H2.  

При изменении формы углубления меняются значения его объема V 
и специфического геометрического параметра m , которые определяют 
соответствующие силы F  и F . Параметр m  представляет собой макси-
мум произведения длины окружности горизонтального сечения углубле-
ния и синуса угла между касательной к образующей углубления и гори-
зонталью [13]. Для двух форм углубления на поверхности жидкости на 
основе уравнения баланса сил (1) получим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений 

 1 1 1

2 2 2

;
,

F gV m
F gV m

 (2) 

где g — ускорение свободного падения; индексы «1» и «2» соответствуют 
различным формам углубления. В результате решения системы (1) отно-
сительно переменных  и  получим:  

 2 1 1 2

1 2 2 1

1 ;m F m F
g V m V m

 (3) 

 1 2 2 1

1 2 2 1
.V F V F

V m V m
 (4) 

В связи с тем, что в систему уравнений (2) входят неодноименные ве-
личины, такие измерения не могут быть названы совокупными [1]. По-
этому в настоящей работе измерения названы «одновременными». 

Обусловленности системы уравнений баланса сил. Оценку погреш-
ностей вычисления величин ρ и σ по формулам (3) и (4) проведем мето-
дом логарифмирования и дифференцирования с заменой переменных, 
когда для операций сложения и вычитания применяют статистическое 
суммирование абсолютных погрешностей, а для операций умножения и 
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деления — относительных. Такой метод дает завышенную оценку по-
грешностей косвенных измерений по сравнению с методом непосред-
ственного дифференцирования, однако существенно упрощает расчеты. 

При выводе формул для расчета погрешностей косвенных измерений 
примем, что относительные погрешности измерений каждой величины 
F1, F2, V1, V2, 1m  и 2m  в системе (2) равны . Это позволяет получить 
оценку влияния обусловленности системы (2) на результирующую по-
грешность измерения величин ρ и  без учета погрешностей прямых из-
мерений величин F1, F2, V1, V2, 1,m 2.m Применяя выбранный метод 
определения погрешностей косвенных измерений к формулам (3) и (4) и 
пренебрегая погрешностью определения ускорения g свободного паде-
ния, получаем выражения для относительных погрешностей измерения 
плотности и поверхностного натяжения: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2
2 2

2 1 1 2 2 1 1 2
2 ;m F m F m V m V

m F m F m V m V
 (5) 

 
2 2 2 22 2 2 2

2 1 1 21 2 2 1
2 2

1 2 2 1 2 1 1 2
2 .m V m VV F V F

V F V F m V m V
 (6) 

Проанализируем выражение (6). Абсолютную обусловленность си-
стема (2) приобретает, например, при равенстве объема V1 нулю. В этом 
случае поверхностное натяжение вычисляется из первого уравнения си-
стемы (2) по формуле 1 1 / ,F m  а относительная погрешность — по 

2 .  При этом по формуле (6) для V1 = 0 получим 2 .  Следова-
тельно, результаты расчета по формулам (5) и (6) завышены в 2  раза. 

В процессе анализа обусловленности системы (2) также были прове-
дены расчеты методом непосредственного дифференцирования. При 

/ 5 и / 5  значения  и ,  полученные по формулам (5) и 
(6), превышают результаты расчетов методом непосредственного диффе-
ренцирования в среднем в 1,35 раза. 

Исходя из результатов анализа выражений (5) и (6) целесообразно 
исключить из них коэффициент 2.  При этом абсолютно обусловленной 
системе будет соответствовать соотношение 2 ,  что неудобно для 
практического использования. Поэтому для оценки обусловленности си-
стемы уравнений (2) введем величины 
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2
2 2

2 1 1 2 2 1 1 2

1 ;
2

m F m F m V m V
m F m F m V m V

 (7) 

 
2 2 2 22 2 2 2

2 1 1 21 2 2 1
2 2

1 2 2 1 2 1 1 2

1 .
2

m V m VV F V F
V F V F m V m V

 (8) 

Величины  и  позволяют определить, во сколько раз возрастает 
погрешность измерения величин ρ и σ относительно погрешности  пря-
мых измерений в результате плохой обусловленности системы уравне-
ний (2). Если система абсолютно обусловлена, то  = 1 или  = 1. Чем 
больше значения этих коэффициентов, тем хуже обусловлена система.  
В таком виде величины  и  наиболее близки по смыслу к числу обу-
словленности, используемому в линейной алгебре. 

С использованием выражений (7) и (8) и экспериментальных данных 
проведена проверка обусловленности системы (2) для двух методов одно-
временных измерений плотности и поверхностного натяжения жидкостей. 

Исследование обусловленности системы уравнений баланса сил при 
изменении давления. Метод одновременных измерений поверхностного 
натяжения и плотности жидкости, основанный на решении системы 
уравнений баланса сил, полученных путем изменения давления P перед 
отверстием истечения газовой струи, заключается в следующем. При по-
стоянном расстоянии H увеличивают давление P от нуля до значения P1, 
при котором высота углубления становится равной заданному значению 
h1 (см. рис. 1, а). Увеличивают давление P до значения P2, при котором 
высота углубления становится равной заданному значению h2. Получен-
ные значения давлений P1 и P2 используют для определения сил F1 и F2, 
входящих в формулы (3) и (4) для расчета измеряемых величин  и  
[14]. Величины V1, V2, 1 2,m m  в этих формулах являются константами и 
определяются экспериментально для соответствующих заданных значе-
ний h1 и h2 высоты углубления. 

Результаты проверки обусловленности системы уравнений баланса 
сил для рассматриваемого метода с использованием формул (7) и (8) 
приведены в табл. 1. Для расчета величин  и использованы экспе-
риментальные значения величин F1, F2, V1, V2, 1 2,m m полученные для 
различных жидкостей при разных значениях расстояния H. Определение 
форм образующих углублений и расчет параметров V и m  проведены  
с использованием методик, изложенных в работах [13–15]. 
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Таблица 1 
Результаты исследования обусловленности системы уравнений баланса сил 

при изменении давления P 

Вещество H,  
мм 

h1,  
мм 

h2, 
мм 

F1, 
мН 

F2, 
мН 

V1, 
мм3 

V2, 
мм3 

1,m  
мм 

2 ,m
мм   

Вода 

20 

0,6 2,0 0,25 1,20 10,0 73 3,0 8,5 2,4 2,8 
0,6 4,0 0,25 2,35 10,0 135 3,0 17,5 2,6 3,1 
1,0 4,0 0,58 2,35 34,0 135 4,5 17,5 53,9 69,0 
2,0 4,0 1,20 2,35 73,0 135 8,5 17,5 22,1 19,8 
1,0 2,0 0,58 1,20 34,0 73 4,5 8,5 13,5 28,1 

Раствор эти-
лового спир-
та в воде  
(40 % об.) 

0,6 2,0 0,08 0,82 2,0 54 3,0 9,0 1,3 1,5 
1,0 4,0 0,60 1,53 17,0 115 4,5 19,0 3,0 2,5 
1,0 2,5 0,60 1,00 17,0 67 4,5 11,0 3,5 2,6 
2,5 4,0 1,00 1,53 67,0 115 11,0 19,0 158,8 158,9 

Этиловый 
спирт 

0,6 2,0 0,08 0,63 2,2 54 2,8 9,0 1,5 1,4 
2,0 4,0 0,63 1,30 55,0 110 9,0 17,5 39,3 47,8 

Эпоксидная 
смола ЭД-20 

10 

1,0 12,0 0,17 4,30 4,0 350 5,0 20,0 1,1 1,3 
1,0 4,0 0,17 0,84 4,0 45 5,0 14,0 2,1 1,7 
4,0 12,0 0,84 4,30 45,0 350 14,0 20,0 1,3 2,6 
5,0 10,0 1,25 3,20 75,0 240 16,0 18,0 1,8 4,7 
0,4 5,0 0,10 1,25 1,2 75 3,0 16,0 1,5 1,2 

15 

0,4 12,0 0,09 5,60 0,8 450 3,0 24,0 1,1 1,1 
1,0 4,0 0,28 1,24 7,0 68 8,0 18,0 1,9 1,7 
1,0 2,5 0,28 0,83 7,0 36 8,0 15,5 2,7 2,3 
0,4 4,0 0,09 1,24 0,8 68 3,0 18,0 1,6 1,1 
0,4 2,5 0,09 0,83 0,8 36 3,0 15,5 2,0 1,2 

25 

0,4 10,0 0,18 8,60 5,0 680 5,0 37,5 1,1 1,4 
0,4 4,0 0,18 2,80 5,0 190 5,0 29,0 1,5 1,5 
1,0 4,0 0,55 2,80 30,0 190 8,0 29,0 3,6 5,0 
0,4 3,0 0,18 2,00 5,0 120 5,0 24,5 1,7 1,7 
4,0 10,0 2,80 8,60 190,0 680 29,0 37,5 1,8 6,7 

40 
0,4 6,0 0,24 7,20 7,0 540 5,0 41,0 1,3 1,5 
0,4 4,0 0,24 4,20 7,0 300 5,0 33,0 1,5 1,5 
1,0 4,0 0,85 4,20 47,0 300 11,0 33,0 2,6 4,2 

При взаимодействии струи газа с невязкими жидкостями (вода, эти-
ловый спирт) существенное влияние на геометрические параметры ока-
зывает наличие переходного режима течения при значении числа Рей-
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нольдса в диапазоне 800–1000. При Re = 800 формируются углубления 
малого объема с максимальным значением отношения высоты к радиусу. 
Высота h таких углублений зависит от поверхностного натяжения жидко- 
стей и изменяется в диапазоне 0,5…1,7 мм. Меньшему поверхностному 
натяжению соответствует большая высота. 

Для повышения обусловленности системы уравнений (2) следует вы-
бирать заданные значения h1 < 0,5 мм и h2 > 1,7 мм. Первое условие непо-
средственно обеспечивает повышение обусловленности за счет близких 
нулю значений объема V1 углубления в первом уравнении системы (2), а 
второе — однозначное задание формы углубления для второго уравне-
ния. Если h2 < 1,7 мм, то второму уравнению для малых  соответствует 
Re < 1000 и малые значения V2 и F2, а для больших  — Re > 1000 и боль-
шие значения V2 и F2. В результате этого погрешность измерения малых 
значений поверхностного натяжения значительно возрастает. Аналогич-
но при h1 > 0,5 мм увеличивается погрешность измерения больших зна-
чений поверхностного натяжения, хотя и в меньшей степени. 

Данные, представленные в табл. 1, подтверждают сделанные выводы. 
Наилучшая обусловленность системы (2) наблюдается при h1 = 0,6 мм и 
h2 > 2,0 мм (значения  выделены полужирным). В связи с тем, что зна-
чение высоты h1 немного превышает 0,5 мм, для жидкости с наибольшим 
поверхностным натяжением наблюдается худшая обусловленность. При 
дальнейшем увеличении значения h1, например, до 1,0 мм, обусловлен-
ность системы становится неприемлемой для применения рассматривае-
мого метода измерений поверхностного натяжения и плотности жидко-
стей. Это объясняется тем, что при h1 > 1 мм зависимости V(h) и m (h) 
близки к функциям прямой пропорциональности, вследствие чего пра-
вые части уравнений системы (2) становятся почти тождественными, а 
система вырожденной. 

Для вязких жидкостей не характерна пропорциональность зависимо-
стей V(h) и mσ(h) (рис. 2), поэтому хорошая обусловленность системы (2) 
наблюдается при большем числе комбинаций различных значений h1 и 
h2. Согласно данным табл. 1, для вязких жидкостей наилучшая обуслов-
ленность системы по параметру   также соответствует h1 < 1 мм. Это 
объясняется низкими значениями объема V в этом диапазоне (см. рис. 2). 

Если значение h1 велико (более 4 мм), то коэффициент   сохраняет 
сравнительно низкое значение, а коэффициент  существенно возрастает. 
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Рис. 2. Зависимости геометрических параметров V и m  от высоты h углубления 
на поверхности эпоксидной смолы при различных значениях расстояния H  

до отверстия истечения:  
для V    соответствуют H = 10, 15, 25, 40 мм;  

для m  Δ, , ◊,  соответствуют H = 10, 15, 25, 40 мм 

Это связано с тем, что параметр m  интенсивно изменяется при h < 4 мм 
(см. рис. 2). Если заданные значения h1 и h2 больше 4 мм, то сила Fσ поверх-
ностного натяжения при переходе от первого уравнения системы (2) ко 
второму изменяется сравнительно слабо, что затрудняет точное определе-
ние величины . 

Увеличение значения h2 способствует уменьшению коэффициента 
,  но при h2 > 4 мм это не приводит к получению существенных резуль-

татов. Значение h2 целесообразно выбирать из диапазона 3…4 мм. 
Исследование обусловленности системы уравнений баланса сил при 

изменении расстояния. Метод одновременных измерений поверхностного 
натяжения и плотности жидкостей, основанный на решении системы урав-
нений баланса сил, полученных путем изменения расстояния H между  
отверстием истечения газовой струи и поверхностью жидкости, заключает-
ся в следующем. Устанавливают расстояние H равным большему из двух 
заданных значений (H2, см. рис. 1, б). Увеличивают давление P от нуля до 
значения P2, при котором высота углубления становится равной заданному 
значению h0 (см. рис. 1, б). При отсутствии аэродинамического воздействия 
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на жидкость уменьшают расстояние H до заданного H1 и вновь увеличивают 
давление P до значения P1, соответствующего заданной высоте h0 углубле-
ния. Полученные значения давлений P1 и P2 используют для определения 
сил F1 и F2, входящих в формулы (3) и (4) для расчета измеряемых величин  

 и  [14]. Величины V1, V2, 1 2,m m  в этих формулах являются константа-
ми и определяются экспериментально для соответствующих заданных зна-
чений H1 и H2 расстояния H и значения h0 высоты углубления. 

Результаты проверки обусловленности системы уравнений баланса сил 
для рассматриваемого метода показывают, что так же, как и в случае метода 
с постоянным расстоянием H, повышению точности измерения поверх-
ностного натяжения способствует уменьшение заданного значения h0 высо-
ты углубления (табл. 2). Приемлемые значения коэффициента  достига-
ются при следующих условиях: h0 ≤ 2 мм; H1 ≤ 15 мм; H2 ≥ 25 мм. Рассматри-
ваемый метод характеризуется худшими показателями обусловленности 
системы уравнений (2) относительно метода с постоянным расстоянием H 
(см. табл. 1). 

Таблица 2 
Результаты исследования обусловленности системы уравнений баланса сил 

при изменении расстояния H для эпоксидной смолы ЭД-20 

h0, мм H1, мм H2, мм F1, мН F2, мН V1, мм3 V2, мм3 1,m  мм 2 ,m  мм   

0,4 

10 15 0,10 0,09 1,2 0,8 3,0 3,0 9,8 4,2 
10 25 0,10 0,18 1,2 5,0 3,0 5,0 13,1 1,9 
10 40 0,10 0,24 1,2 7,0 3,0 5,0 3,0 1,7 
15 25 0,09 0,18 0,8 5,0 3,0 5,0 5,6 1,5 
15 40 0,09 0,24 0,8 7,0 3,0 5,0 2,4 1,4 
25 40 0,18 0,24 5,0 7,0 5,0 5,0 4,7 20,7 

1,0 

10 15 0,17 0,28 4,0 7,0 5,0 8,0 36,3 19,9 
10 25 0,17 0,55 4,0 30,0 5,0 8,0 1,8 1,6 
10 40 0,17 0,85 4,0 47,0 5,0 11,0 1,6 1,6 
15 25 0,28 0,55 7,0 30,0 8,0 8,0 1,9 1,7 
15 40 0,28 0,85 7,0 47,0 8,0 11,0 1,7 1,7 
25 40 0,55 0,85 30,0 47,0 8,0 11,0 11,5 73,8 

2,0 

10 15 0,30 0,64 9,5 24,0 7,0 14,0 16,1 7,4 
10 25 0,30 1,24 9,5 73,0 7,0 17,0 2,3 2,0 
10 40 0,30 1,74 9,5 110,0 7,0 18,0 1,7 1,8 
15 25 0,64 1,24 24,0 73,0 14,0 17,0 2,6 2,6 
15 40 0,64 1,74 24,0 110,0 14,0 18,0 1,8 2,3 
25 40 1,24 1,74 73,0 110,0 17,0 18,0 4,6 14,3 
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Окончание табл. 2 

h0, мм H1, мм H2, мм F1, мН F2, мН V1, мм3 V2, мм3 1,m мм 2 ,m мм   

4,0 

10 15 0,84 1,24 45,0 68,0 14,0 18,0 9,6 43,2 
10 25 0,84 2,80 45,0 190,0 14,0 29,0 2,7 4,6 
10 40 0,84 4,20 45,0 300,0 14,0 33,0 1,9 3,7 
15 25 1,24 2,80 68,0 190,0 18,0 29,0 3,6 5,1 
15 40 1,24 4,20 68,0 300,0 18,0 33,0 2,2 4,1 
25 40 2,80 4,20 190,0 300,0 29,0 33,0 4,8 19,8 

10,0 
10 15 3,20 4,25 240,0 330,0 18,0 23,3 42,3 33,3 
10 25 3,20 8,60 240,0 680,0 18,0 37,5 5,2 19,2 
15 25 4,25 8,60 330,0 680,0 23,3 37,5 6,0 55,2 

 
Заключение. Представлена методика оценки обусловленности си-

стем уравнений. Полученные критерии обусловленности для системы 
двух линейных алгебраических уравнений подобны числу обусловленно-
сти, используемому в линейной алгебре. Критерии показывают, во сколь-
ко раз возрастает погрешность определения искомых величин относи-
тельно погрешностей прямых измерений в результате плохой обуслов-
ленности системы. 

В качестве еще одного варианта критериев обусловленности возможно 
применение величин, обратных представленным. В этом случае значения 
критериев будут изменяться в диапазоне 0…1 и могут быть выражены в 
процентах. Значения критериев возрастают с улучшением обусловленности. 

Полученные критерии применены для оценки обусловленности систе-
мы уравнений баланса сил в бесконтактных аэродинамических методах од-
новременных измерений плотности и поверхностного натяжения жидко-
стей. Полученные результаты соответствуют результатам теоретического 
анализа процессов взаимодействия струи газа с поверхностью жидкости. 
Согласно результатам расчета критериев обусловленности с использовани-
ем экспериментальных данных, для всех бесконтактных аэродинамических 
методов одновременных измерений плотности и поверхностного натяже-
ния жидкостей повышению точности измерения способствует уменьшение 
заданного значения высоты углубления (h1 < 1 мм или h0 < 1 мм). Метод  
с постоянным значением расстояния H от отверстия истечения газовой 
струи до поверхности жидкости характеризуется лучшими значениями 
критериев обусловленности, чем метод с варьированием расстояния H, не-
смотря на то, что последний является предпочтительным с теоретической 
точки зрения. 
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