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Аннотация Ключевые слова 
Определена проблема управления динамической 
системой большой размерности. На основе межот-
раслевого баланса Леонтьева формализована динами-
ческая система и синтезировано управление системой. 
Создана математическая модель, объединяющая раз-
ные объекты (производства), потребляющие и выпус-
кающие различные ресурсы. В матричное представле-
ние задачи введена величина штрафа по всем узлам  
и объектам с учетом различных вариантов их взаимо-
действия (задача наблюдения). Сформировано мат-
ричное представление задачи планирования на каж-
дом объекте (производстве). Для сформированной 
системы создан контур управления, обозначены вли-
яющие параметры внешней среды. Выполнен расчет 
заданного режима ее работы с учетом взаимодействия 
узлов объектов между собой при влиянии на них 
параметров внешней среды. Установлено, что без 
оптимального планирования с учетом матрицы 
штрафов взаимодействия узлов и объектов динами-
ческой системы между собой для достижения слож-
ного результата система неэффективна. В конкретном 
примере для динамической системы размерностью  
4,8 млн параметров выполнена оценка управления  
с учетом матрицы штрафов. Обеспечено увеличение  
в 2,4 раза притока дополнительных ресурсов со сто-
роны в динамическую систему за 5 лет — с 130  
до 310 млрд усл. ед. С учетом максимальной оптими-
зации управления в узлах обеспечено увеличение  
в 3,66 раза притока дополнительных ресурсов —  
с 200,46 до 726,62 млрд руб. 
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Введение. В теории динамических систем рассматривается математиче-
ская модель объекта управления и формализуются цели управления объ-
ектом, синтезируется контур управления влиянием на режимы работы 
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объекта или их контроля. Таким образом, изучаются изменения свойств 
объекта под влиянием параметров внешней среды и сигналов управления. 

 Классиками теории динамических систем считаются Ж.В. Понселе, 
братья Вернер и Вильгельм Сименс, Д.К. Максвелл, Э.Д. Раус, А. Пуанкаре, 
А.Б. Стодола, А. Гурвиц, И.А. Вышнеградский, П.Л. Чебышев, А.М. Ляпу-
нов, Н.Е. Жуковский, Н.Г. Четаев, И.Н. Вознесенский, А.И. Лурье,  
Л.С. Понтрягин, А.А. Фельдбаум и многие другие [1–15]. 

 Рассмотрен вопрос управления динамической системой, характери-
зующейся несколькими миллионами параметров, в условиях влияния 
внешней среды. В качестве математической модели использована модель 
баланса Леонтьева [16]. Актуальным остается вопрос распределения  
ресурсов в динамической системе большой размерности в классическом 
виде [17, 18]. Работ в этой области не так много из-за нелинейности,  
нестационарности динамической системы и структуры ее параметров  
во времени. Приведены перспективные объекты с различным распреде-
лением ресурсов и существующие с конца XX и начала XXI в.  

 Цель работы — использовать модель баланса Леонтьева для управле-
ния динамической системой, учитывая распределение ресурсов между ее 
процессами (узлами), ее цели и влияние параметров внешней среды. 

 Материалы и методы решения задач, принятые допущения. Модели 
баланса Леонтьева, представляющие собой системы линейных уравнений, 
позволяют рассчитывать межотраслевые производственные взаимосвязи  
в денежной и натуральной формах. На практике возникает необходимость 
учитывать предприятия, участвующие в производстве 1 ед. продукции ко-
нечного предприятия или производстве 1 ед. продукции друг для друга. 
Предложено дополнить модель Леонтьева путем синтеза контура управле-
ния на каждом предприятии в рамках классических задач наблюдения  
и управления межотраслевым балансом. Это означает, что с экономиче-
ской точки зрения существуют два уровня управления предприятием. 
Первый уровень управления осуществляется государством посредством 
ставки налогов для увеличения уплачиваемой суммы налогов от предпри-
ятий в бюджет, а также размера и оптимального распределения денежных 
субсидий предприятиям. Второй уровень управления вырабатывается де-
централизованно в подразделениях предприятия за счет распределения 
денежных средств в свой бюджет. Бюджет формируется с учетом структу-
ры производства и административных процессов, оценок влияния, уста-
новок первого уровня управления (регулятора), параметров внешней  
среды. Общий бюджет подразделений утверждается руководителем пред-
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приятия с учетом целей предприятия и человеческого фактора при децен-
трализованном управлении.  

 Научный результат настоящего исследования состоит в расширении 
управления межотраслевым балансом за счет введения универсальных 
единиц ресурса второго уровня управления предприятиями и оценок двух 
уровней управления. Состоятельность и значимость данного замысла под-
тверждаются масштабным внедрением в практику в виде моделирования 
взаимодействия цифровых копий предприятий нефтехимии, радиоэлек-
троники для управления деятельностью особой экономической зоны меж-
отраслевого баланса Леонтьева в 4,8 млн параметров. 

 Модели Леонтьева составляются в денежном или натуральном выра-
жении, поэтому в настоящей работе натуральные и денежные единицы 
обозначаются в виде общего ресурса. Существует система распределения 
общего ресурса n: 
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где 1, 2, ...,iX i n  —  сумма единиц ресурса; 1, 2, ...,iY i n  — 

сумма единиц ресурса в конечном узле; 1, 2, ..., , 1, 2, ...,i
jx i n j n  — 

число единиц ресурсов из i-го узла на создание ресурса j-го узла. 
 Ресурсы между системами сами перемещаться не могут, вернее, могут, 

но это система с неизвестной мерой хаоса. Бесконечное число комбинаций 
лишено смысла и логики.  

 На взаимодействие узлов введем ограничение в виде штрафа nna  (ме-
ра, коэффициент расхода дополнительной величины ресурса на одну еди-
ницу ресурса, затрачиваемого на взаимодействие одного узла с другим):  

  , 1, 2, ..., , 1, 2, ..., .ji i
j j jx a X i n j n  (2) 

Тогда получаем 
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 В матричной форме система имеет вид 
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 — вектор сумм единиц ресурса;  
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 — вектор сумм единиц ресурса, привлеченного со стороны; 
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 — нормальная матрица  

штрафов. 
 Во-первых, из матричного выражения ( )E A X Y  (Е — единичная 

матрица) можно представить общую сумму штрафа по всем узлам с учетом 
различных вариантов их взаимодействия (задача наблюдения); во-вторых, 
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можно определить максимальное или минимальное значение общего 
штрафа, задавая необходимый уровень взаимодействия между узлами 

1( )E A Y X  (задача планирования). Данную задачу решают оптимиза-
ционным методом. 

 При планировании деятельности посредством 1( )E A Y X  приток 
дополнительного ресурса обозначим как ,i

jС  1, 2, ..., ;i n 1, 2, ...,j n  [17],  
тогда 
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характеризует размер ресурсов во всех узлах на привлечение единицы ре-
сурса первого узла. 

 Если 
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то 
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характеризует движение ресурсов всех узлов на привлечение единицы ре-
сурса второго узла. 

 Если  
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задействованы все узлы с потреблением ресурсов по всем узлам. 
 Матрицы 1( )E A  представляют собой расходы ресурса узла i, иду-

щие на привлечение дополнительных ресурсов узлом j, ограниченных A. 
 С учетом динамики процесса t  задача планирования 1( )E A Y X  

выглядит как 

  1( ( )) ( ) ( ),E A t Y t X t   (11) 

где 0 0, 1, ...,t t t T  — множество моментов времени, 0t — точка от-
счета. 

 С учетом динамики процесса t  в 1( )E A Y X  преобразуется в за-
дачу наблюдения 



 С.Н. Масаев  

72  ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2021. № 2 

  1( ( )) ( ) ( 1).E A t Y t Y t   (12) 

Задача наблюдения (12) имеет аналогичный вид 

 ( 1) ( ) ( ).Y t Y t X t  (13) 

 Будем считать, что узлы стремятся взаимодействовать (1) так, чтобы 
при минимальных расходах ресурсов (4) получить максимальный приток 
нового ресурса (6) и (10).  

 В объекте исследования узлы наделены возможностью принимать ре-
шения о реализации достижения своей цели. Тогда ( 1) ( 1),Y t y t  

( ) ( ) ( ),Y t A t x t  а изменение состояния наблюдаемого объекта ( )X t  пред-
ставляется как управление с ошибкой ( ) ( ) ( ):B t u t e t  

  ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y t A t x t B t u t e t   (14) 

где 
т

1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ,i i inx t x t x t x t X  ( )inx t  — значения положительных 
(поступление числа единиц ресурса) и отрицательных (отток числа единиц 
ресурса) последовательностей, исходя из формулы; n  — вектор значений 
последовательностей; данные последовательности числа поступивших/из-
расходованных единиц ресурса характеризуют выполняемые рабо-
ты/процессы, бизнес-процессы и мероприятия узлом ,iX  наделенным пол-

номочиями принятия решений; 
т

1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ,i i imu t u t u t u t U ( )imu t  — 

управление/корректировка ( )i
jx t  узлом ,iX  наделенным такими же полно-

мочиями; m  —  вектор значений, обеспечивающий достижение целевого 
параметра ;cj ( ) (( ), ( ))u t K y j t  или *( ) ( ( ), ( )),u t K x t j t  K  —  проце-
дура управления в зависимости от отклонений по целям узла, наделенного 
полномочиями принимать решения; * ( )i

jx t  — желаемое состояние пара-

метра; т
1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ,i i icj t j t j t j t J  icj  — целевые значения работы объ-

екта; c —  вектор значений; т
1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ,i i ipy t y t y t y t Y  ( )ipy t  — 

наблюдаемые суммы единиц ресурса объекта исследования, характе-
ризующие его фактическое состояние, с функцией наблюдения ( ),t ( )y t  

( ( ));x t   H t  — матрица размера ,p j  задающая структуру на-
блюдений состояния объекта, отчетная форма ( ) ;x t X  ( )t  

( ) ( ),H t x t   p j  —  функция наблюдения по заданной структуре;  ( )e t  
т

1 2( ), ( ), ..., ( )i i ipe t e t e t E   — помехи, действующие на ( );i
jx t  ( )A t  — 
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диагональная матрица штрафов размера ;j j  i
ja  формируется из функ-

ции наблюдения ( );t ( )B t  — диагональная матрица ,j m  определяющая 
структуру управления. 

 На ( )y t  можно влиять через два уровня управления.  
 Первый уровень — это укрупненное управление регулятором (6) мат-

рицей 1( ) .E A Y X  В нее регулятор включает свою систему штрафов 
через значения матрицы A. При этом данная матрица учитывает штрафы 
различной природы. Любые помехи, вызывающие дополнительный расход 
единиц ресурса, влияют на взаимодействие узлов. Например, доставка гру-
зов между узлами принятия решений автомобильным транспортом требу-
ет больше единиц ресурсов, чем доставка железнодорожным транспортом 
и т. д. При этом часть штрафов, которые вызывают отток ресурсов в узлах, 
достается регулятору матрицы A. Для расчета матрицы A используется 
цифровая копия объекта и узлов. В каждый момент времени выполняется 
процесс идентификации матрицы A. 

 Второй уровень управления осуществляется через ( ) (( ), ( ))u t K y j t   
с максимизацией поступающих ресурсов и минимизацией штрафов, кото-
рые задает регулятор матрицы A. Человеческий фактор реализован в том, 
что управление в узле i выполняется децентрализованно, ответственным 
персоналом, по плановым формам, в заданные интервалы времени. Факти-
ческие данные и формы для планирования деятельности формируются  
в автоматическом режиме в заданные интервалы времени. Можно также 
выполнить оптимальное управление методом Р. Беллмана. Эффективность 
такого управления приведена в отдельной работе для узла iX  размерно-
стью 417 элементов/параметров. Эксперимент проводился в режиме реаль-
ного времени на реальном предприятии. В течение двух лет достигнуто оп-
тимальное управление при децентрализованном управлении деятельно-
стью строительного предприятия с точность прогноза 5…7 % [19]. 

 При большом числе рассматриваемых параметров процессов, когда 
известна структура, определяющая их взаимодействие, целесообразно ис-
пользовать балансовое представление процессов (1). 

 Эксперимент рассчитывался в авторском комплексе программ СРП 
ЭВМ № 2013614410. Идентификация матрицы A выполняется также  
в этом комплексе программ. 

 Результаты. Приведем параметры, представленные в настоящей рабо-
те, и их экономический смысл: Y — валовый региональный продукт; iY  — 

выручка предприятия (узла); iX  — затраты на хозяйственную деятельность 
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предприятия (узла); i
ija  — налог (штраф) со стороны государства (регулято-

ра), но матрица штрафов не ограничивается только налогами со стороны 
государства; ( )ipe t  — влияние внешней среды в виде непредсказуемого из-
менения параметров работы предприятия из-за инфляции, санкций, техно-
логии, рынка труда, собственника предприятия, инвестора, курса валют. 

 Смоделировано состояние производства на четырех узлах (10)  
в транспортно-логистическом центре аэропорта г. Красноярск.  

 Выполнено моделирование деятельности узлов с учетом влияния па-
раметров внешней среды на узел i  через ( )ipe t  по следующим параметрам: 

1
ie  — ежегодное + 4 % штрафа на все закупаемые ресурсы; 2

ie  — рост 
штрафа за неавтоматизированные функции (в модели + 4 % ежегодно);  

3
ie  — поступление ресурсов от владельца системы (10); 4

ie  — технологиче-
ские новинки; 5

ie  — состояние логистических путей; 6
ie  — мероприятия по 

улучшению логистики перемещения ресурсов; 7
ie  — трудовые ресурсы;  

8
ie  — штрафы/санкции за технологию; 9

ie  — обесценивание ресурсов  
в узлах (в модели + 4 % ежегодно); 10

ie  — штраф за привлечение более  
востребованных ресурсов (в модели 1 усл. ед. второго ресурса принята  
за 70 усл. ед.).  

 Моделирование деятельности узлов i  через ( )iA t с учетом штрафов от 
регулятора: 1

i
ia  — штраф 20 % за избыток привлеченного ресурса; 2

i
ia  — 

штраф 30 % на расходуемые ресурсы для выполняемых неавтоматизиро-
ванных процедур; 3

i
ia  — штраф 2 % на расходуемые ресурсы для выполня-

емых автоматизированных процедур; 4
i
ia  — дополнительные ресурсы  

3,2 усл. ед. на 1 кВт энергии; 5
i
ia  — 700 усл. ед. за доставку 1 м3 ресурса;  

6
i
ia  — штраф 200 000 усл. ед. за использование гектара земли. 

 Размерность системы  j  = 4,8 млн значений. Вектор Y  
1 2 3 4 т( , , , )Y Y Y Y   характеризует работу четырех узлов: деревообработки, 

изготовления сухих смесей, нефтехимии и изготовления радиотехнических 
изделий. Идентификация состояния узлов смоделирована из набора их со-
стояний и взаимосвязи в каждом месяце на протяжении 5 лет. Рассматрива-
емые интервалы в работе: весь период T = 5 лет, t = 1 год. 

 Деятельность каждого узла смоделирована на основе реально дей-
ствующих предприятий в виде их цифровых копий: деревообработка — 
ЗАО «Новоенисейский Лесохимический Комплекс», сухие смеси —  
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ООО «Данон Трейд», нефтехимия — АО «Ачинский НПЗ ВНК», радио-
электроника — АО «НПП «Радиосвязь». Модели определяются процесса-
ми этих предприятий. Первый год смоделирован как стартовый, т. е. заку-
пается оборудование для выполнения деятельности. Второй год определя-
ется процессами развития, третий  — процессами возврата кредитов,  
четвертый и пятый года определяются процессами нормальной работы 
производственных процессов на 85 % максимальной мощности и админи-
стративными (вспомогательными) процессами. Максимальное привлече-
ние ресурсов (валового регионального продукта) в Красноярский край 
формируется из привлеченных ресурсов этими узлами (выручки). 

 Укрупненно результат моделирования приведен в табл. 1. 
 Таблица 1 

Параметры деятельности узлов (млрд усл. ед.) 

i Узлы iX  
Первый 

год 
Второй 

год 
Третий 

год 
Четвертый 

год 
Пятый 

год Итого 

(1)iY  (2)iY  (3)iY  (4)iY  (5)iY  iY  
1 Деревообработка 0,05 0,15 2,44 3,80 4,07 10,52 
2 Сухие смеси 9,09 3,85 3,85 41,82 45,46 104,06 
3 Нефтехимия 0,21 0,23 0,35 4,64 4,64 10,07 
4 Радиоэлектроника 0,08 0,08 0,77 2,31 2,31 5,54 

Итого Х 9,44 4,31 7,41 52,56 56,47 130,18 

 Требуется найти Y при первом уровне управления через А и втором 
уровне управления ( )u t в узлах. 

 Ввиду того, что мы находимся на первом уровне управления, матрица 
штрафов принимает диагональный вид, так как регулятор не представляет, 
за счет каких параметров развивается узел, какое между ними взаимодей-
ствие. Относительно регулятора узел развивается за счет своей структуры, 
которую регулятор не представляет, но учитывает. 

 Нормальная матрица штрафов А (5) преобразуется в диагональную 
матрицу штрафов с учетом переходов в каждом t. Диагональная матрица 
штрафов приведена в табл. 2 (представлены только элементы диагонали, 
остальные элементы равны нулю). 

Таблица 2  

Нормальная матрица штрафов 

( )A t  t 
0 1 2 3 4 

1
1a  1 0,65 0,94 0,36 0,07 
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Окончание табл. 2 

( )A t  t 
0 1 2 3 4 

2
2a  1 –1,36 0 0,91 0,08 
3
3a  1 0,07 0,34 0,92 0 
4
4a  1 0 0,90 0,67 0 

 
 Реализация задач планирования и наблюдения на первом уровне 

управления с учетом t приведена в табл. 3. 
 Таблица 3 

Динамика процесса (млрд усл. ед.) 

Узлы iX  

1( ( )) ( ) ( )E A t Y t X t  или 1( ( )) ( ) ( 1)E A t Y t Y t  
t  

0 1 2 3 4 
Деревообработка 0,05 0,15 2,44 3,80 4,07 
Сухие смеси 9,09 3,85 3,85 41,82 45,46 
Нефтехимия 0,21 0,23 0,35 4,64 4,64 
Радиоэлектроника 0,08 0,08 0,77 2,31 2,31 

 
 С учетом системы (1) матрица A — это структура ограничения взаимо-

отношений (потоков) ресурсов объектов системы (10); Y — выражение ко-
нечного дополнительного ресурса, привлеченного для узла (предприятия), 

 

0, 85 0, 01 0,1 0, 01
0 0 0 0
0 0 0, 85 0

0, 01 0, 01 0, 05 0, 3

,A     

10, 52
104, 06
10, 07
5, 54

.Y  

 Поскольку решается задача планирования 1( ) ,E A Y X  то увели-
чение валового регионального продукта Y (сумма единиц в конечном узле) 
представлено как  Х (оборот ресурса). Результат расчета приведен в табл. 4.  

 Таблица 4  

Баланс распределения ресурсов между объектами системы (млрд усл. ед.) 

             Узлы iX  Узлы потребители Привлеченный 
ресурс Y 

Оборот  
ресурса Х 1 2 3 4 

Деревообработка 105 1 7 0,2 11 123 
Сухие смеси 0 0 0 0 104 104 
Нефтехимия 0 0 57 0 10 67 
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Окончание табл. 4 

              Узлы iX  Узлы потребители Привлеченный 
ресурс Y 

Оборот  
ресурса Х 1 2 3 4 

Радиоэлектроника 1 1 3 5 6 16 
Чистый оборот ресурса 17 102 0,00 11 130 – 
Привлеченный ресурс Х 123 104 67 16 – 310 

 
 Каждый узел стремится оптимизировать свою деятельность относи-

тельно штрафов ,i
ija  которые ему устанавливает регулятор. В рассматрива-

емом случае выполняется второй уровень управления в узле. Расчет  
дополнительного притока ресурсов за счет первого уровня управления  
и оптимизации второго уровня управления приведен в табл. 5. 

 Таблица 5  

Оценка уровней управления (млрд усл. ед.) 
Оптимизация 

управления 
( )u t  

Дерево-
обработка 

Сухие 
смеси 

Нефте-
химия 

Радио-
электро-

ника 

Привле-
ченный 
ресурс Y 

Оборот 
ресурса 

Х 
0 10,52 104,06 10,07 5,54 130,18 310,00 

0,38 12,10 114,46 11,07 8,31 145,94 347,90 
0,77 13,26 115,50 15,10 12,18 156,04 409,88 
1,15 13,68 115,50 17,11 13,85 160,14 438,77 
1,54 29,99 116,54 25,17 16,62 188,32 648,71 
1,92 31,57 116,54 30,20 22,15 200,46 726,62 

 
 Обсуждение полученных результатов. В балансовой модели процес-

сы взаимосвязаны между собой и между объектами, т. е. создание простого 
результата требует простых комбинаций процессов. Создание сложного 
результата требует объединения процессов нескольких объектов, вовлекая 
все больше процессов для его достижения. Данное утверждение можно 
продемонстрировать, задав нулевую матрицу A  динамической системы. 
Работа выполняется в рамках объектов, но прироста дополнительного ре-
сурса (привлечения ресурса в систему) не будет, т. е. без оптимального 
планирования взаимодействия узлов и объектов системы между собой для 
достижения сложного результата система неэффективна. В данном кон-
кретном примере матрица A  позволяет повысить в 2,4 раза приток до-
полнительных ресурсов со стороны с 130 до 310 млрд усл. ед. за 5 лет без 
оптимизации управления узлами своей деятельности. С максимальной оп-
тимизацией управления удается обеспечить увеличения в 3,66 раза прито-
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ка ресурсов со стороны с 200,46 до 726,62 млрд руб. Приведенное в работе 
уравнение (11) больше подходит для управления системой (10) на верхнем 
уровне, когда необходимо принимать решения быстро в условиях ограни-
ченного времени, но не исключает переход на уровень управления объек-
тами и узлами, что конечно же требует большего времени.  

 В работе выполнено управление по 4,8 млн параметров за 5 лет. Тех-
нически возможно оперативно управлять системой в 9,6 млн параметров 
за 5 лет. В работе учитывается человеческий фактор в децентрализованном 
управлении узлами при втором уровне управления и при моделировании 
вспомогательных (административных) процессов деятельности узлов. 

 Работа выполнена в цикле: идентификация состояния процессов уз-
лов во всех режимах работы, борьба с оппонентами за ресурсы, производ-
ство в ограниченных режимах (санкциях), выбор методики для второго 
уровня управления (децентрализованного), реализация инфраструктурно-
го развития для стимулирования развития узлов. 

 Заключение. Формализована задача наблюдения и управления (пер-
вого уровня) в классическом виде. Из классического представления задач 
формализована динамика процесса с учетом t, децентрализованного 
управления (управления второго уровня) в узлах и влияния параметров 
внешней среды. Выполнено моделирование деятельности узлов за 5 лет  
с реализацией управления на первом и втором уровнях. Следовательно, 
цель работы — использовать баланс ресурсов для управления динамиче-
ской системой с распределением ресурсов между ее процессами (узлами)  
с учетом ее целей и влияния параметров внешней среды — достигнута. 
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LEONTEV INPUT-OUTPUT BALANCE MODEL  
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Abstract Keywords 
The purpose of the study was to determine the problem  
of control of a dynamic system of higher dimension. Rely-
ing on Leontev input-output balance, we formalized the 
dynamic system and synthesized its control. Within the 
research, we developed a mathematical model that com-
bines different working objects that consume and release 
various resources. The value of the penalty for all nodes 
and objects is introduced into the matrix representation  
of the problem, taking into account various options for 
their interaction, i.e., the observation problem. A matrix 
representation of the planning task at each working object 
is formed. For the formed system, a control loop is created; 
the influencing parameters of the external environment are 
indicated. We calculated the system operational mode, 
taking into account the interaction of the nodes of objects 
with each other when the parameters of the external envi-
ronment influence them. Findings of research show that in 
achieving a complex result, the system is inefficient without 
optimal planning and accounting for the matrix of penal-
ties for the interaction of nodes and objects of the dynamic 
system with each other. In a specific example, for a dynam-
ic system with a dimension of 4.8 million parameters, we 
estimated the control taking into account the penalty ma-
trix, which made it possible to increase the inflow of ad-
ditional resources from the outside by 2.4 times from  
130 billion conv. units up to 310 conv. units in 5 years. 
Taking into account the maximum optimization of control 
in the nodes, an increase of 3.66 times in the inflow  
of additional resources was ensured — from 200.46  
to 726.62 billion rubles 
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