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В работах [1, 2] подробно рассматривалась задача синтеза алго-
ритмов фильтрации координат и скорости ретранслятора (P) сигналов
ГНСС с аддитивным пилот-сигналом (ПС). В упомянутых работах
также был проведен анализ характеристик этих алгоритмов и сравне-
ние с альтернативным методом определения параметров траектории
подвижных объектов на основе бортовой навигационной аппаратуры
потребителей (НАП).

В работе [3] был рассмотрен ретранслятор сигналов ГНСС с муль-
типликативным ПС (МПС). Отмечен ряд практических преимуществ
такого ретранслятора по сравнению с ретранслятором с аддитив-
ным ПС (АПС) в задачах траекторных измерений и при организации
локальных дифференциальных подсистем на базе стационарных ре-
трансляторов: максимальная унификация (с точки зрения аппаратной
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части) сигналов ретранслятора с МПС с существующими и разра-
батываемыми образцами НАП. Был проведен анализ характеристик
сигналов ретранслятора с МПС.

Целью настоящей работы является синтез и анализ характеристик
одноэтапного алгоритма фильтрации координат и скорости ретранс-
лятора сигналов ГНСС с МПС с комплексной обработкой прямых и
переизлученных сигналов НКА, а также сравнение его характеристик
с алгоритмом обработки сигналов ретранслятора с АПС [1, 2].

Синтез алгоритма. Основное отличие синтеза алгоритма обра-
ботки сигналов ретранслятора с МПС от алгоритмов для обработки
сигналов ретранслятора с АПС [1, 2] заключается в виде сигнальной
функции для переизлученных сигналов НКА ГНСС.

Ретранслированный сигнал i-го НКА в момент приема на входе
антенны аппаратуры приема ретранслированных сигналов (АПРС) в
системной шкале времени запишем как

S̃Σi (tэ) = AΣiGдкi (tэ − τΣi (tэ))Gнсi (tэ − τΣi (tэ))GПС (tэ − τp (tэ))×

× cos (ΦΣi (tэ − τp (tэ))) , (1)

где GПС (t) — кодовая последовательность МПС ретранслятора; τΣi —
задержка сигнала НКА на трассе НКА–Р–АПРС; τp — задержка МПС
на трассе Р–АПРС.

Синтез одноэтапного алгоритма фильтрации координат и векто-
ра скорости ретранслятора с МПС будем проводить методами теории
оптимальной фильтрации с использованием методики локальной гаус-
совой аппроксимации. Известно, что в этом случае алгоритм описы-
вается уравнениями расширенного фильтра Калмана [4]:
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Синтез одноэтапного алгоритма в целом аналогичен синтезу алго-
ритмов, рассмотренных в работах [1, 2]. Так же, как и в работах [1, 2]
задачу синтеза можно разделить на две: синтез векторного дискрими-
натора и синтез сглаживающего фильтра.
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Рассмотрим более подробно синтез дискриминаторов радионави-
гационных параметров (РНП) сигнала вида (1). Очевидно, что при
обработке одиночного сигнала (1) необходимо оценивать два незави-
симых параметра —

^
τ Σi и

^
τ p.

Найдем выражение для дискриминатора задержки огибающей ре-
транслированного сигнала i-го НКА. Зададим вектор λ следующего
вида:

λ =
[
^
τ Σi

^
τ p

]т
. (3)

Тогда дискриминатор по вектору λ в общем случае можно записать
так [5]

uk

(
λ̃k

)
=

[
∂ ln(p(Y|λ))

∂
^
τ Σi

∣
∣
∣
∣
λ=λ̃k

∂ ln(p(Y|λ))

∂
^
τ p

∣
∣
∣
∣
λ=λ̃k

]т

=

=














th

(
AΣi

σ2n

M∑

l=1

y(tk−1,l)Gдкi(tk−1,l−
˜̂
τ Σi)Gпс(tk−1,l−

˜̂
τ p cos Φ̃Σi,k

)

×

×
AΣi

σ2n

M∑

l=1

y(tk−1,l)
∂Gдкi(tk−1,l−

˜̂
τ Σi)

∂
˜̂
τ Σi

Gпс(tk−1,l −
˜̂
τ p) cos Φ̃Σi,k

th

(
AΣi

σ2n

M∑

l=1

y(tk−1,l)Gдкi(tk−1,l−
˜̂
τ Σi)Gпс(tk−1,l−

˜̂
τ p cos Φ̃Σi,k

)

×

×
AΣi

σ2n

M∑

l=1

y(tk−1,l)Gдкi(tk−1,l−
˜̂
τ Σi)

∂Gдкi(tk−1,l−
˜̂
τ Σi)

∂
˜̂
τ Σi

cos Φ̃Σi,k














т

. (4)

Используя аппроксимацию производной конечной разностью [5],
запишем входящие в (4) производные как
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∂
˜̂
τΣi

≈
Gдкi(t− (

˜̂
τΣi +ΔτΣi/2))−Gдкi(t− (

˜̂
τΣi −ΔτΣi/2))

ΔτΣi
;
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.

(5)

С учетом (5) векторный дискриминатор задержки огибающей пе-
реизлученного сигнала i-го НКА можно представить в виде
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где обозначено
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, IPE
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)
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(
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в (6)

содержат регулярную и флуктуационную составляющие и имеют вид

IPP =M {IPP}+ IPP,ф = ĪPP + IPP,ф;

IEP =M {IEP}+ IEP,ф = ĪEP + IEP,ф;

ILP =M {ILP}+ ILP,ф = ĪLP + ILP,ф;

IPE =M {IPE}+ IPE,ф = ĪPE + IPE,ф;

IPL =M {IPL}+ IPL,ф = ĪPL + IPL,ф.

(7)

Отметим, что при обработке сигнала вида (1) в силу независимости
псевдозадержек

^
τ Σi и

^
τ p дискриминатор задержки огибающей будет

принципиально векторным (в частности, (6)).

По аналогии с данными работы [5] можно показать, что регулярные
составляющие в (7) записываются следующим образом

ĪPP = 2qc/n0Tρ(ετΣi , ετp , Δτ ) cos(εϕΣi + εωΣiT/2)
sin(εωΣi T/2)

εωΣi T/2
; (8)

ĪEP(LP)=2qc/n0Tρ(ετΣi∓ΔτΣi/2, ετp ,Δτ )cos(εϕΣi+εωΣiT/2)
sin(εωΣiT/2)

εωΣiT/2
;

ĪPE(PL)=2qc/n0Tρ(ετΣi , ετp∓Δτp/2,Δτ ) cos(εϕΣi+εωΣiT/2)
sin(εωΣiT/2

εωΣiT/2
,
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где ετΣi , ετp — ошибки слежения за псевдозадержкой кода ПСП ретран-
слированного сигнала i-го НКА и псевдозадержкой кода МПС; εϕΣi,
εωΣi — ошибки слежения за псевдофазой и ПДСЧ несущей ретрансли-
рованного сигнала i-го НКА соответственно.

В выражениях (8) ρ
(
ετΣi , ετp , Δτ

)
— двумерная корреляционная

функция [3]. Параметр Δτ характеризует смещение МПС относитель-
но сигнала НКА во времени. Функцию ρ

(
ετΣi , ετp , Δτ

)
, не зависящую

от параметра Δτ , для краткости будем обозначать как ρ
(
ετΣi , ετp

)
.

Для дисперсий флуктуационных составляющих сигналов IPP, IEP,
ILP, IPE и IPL можно записать [5]

DIPP,ф = DIEP,ф = DILP,ф = DIPE,ф = DIPL,ф = 2qc/n0T,

а для значений ковариации сигналов IPP, IEP, ILP, IPE и IPL по аналогии
с [5] запишем следующие выражения:

DIEP,фIPP,ф = DILP,фIPP,ф = 2qc/n0Tρ (ΔτΣi/2, 0) ;

DIPE,фIPP,ф = DIPL,фIPP,ф = 2qc/n0Tρ (0, Δτp/2) ;

DIEP,фIPE,ф = DIEP,фIPL,ф = DILP,фIPE,ф =

= DILP,фIPL,ф = 2qc/n0Tρ (ΔτΣi/2, Δτp/2) ;

DIEP,фILP,ф = 2qc/n0Tρ (ΔτΣi, 0) ; DIPE,фIPL,ф = 2qc/n0Tρ (0, Δτp) .

На рис. 1 показаны дискриминационные характеристики дискри-
минатора задержки огибающей сигнала НКА (6) для трех значений
ошибок оценки задержки ПС при отношениях Δτ/τe, равных соот-
ветственно нулю и 0,83, для случая, когда тактовые частоты кодовых
последовательностей сигнала НКА и МПС равны (сами кодовые по-
следовательности при этом различны).

Рис. 1. Графики дискриминационных характеристик НКА для трех значений
(кривые 1, 2, 3) ошибок оценки задержки ПС при Δτ/τe = 0Δτ/τe = 0Δτ/τe = 0 (а) и 0,83 (б):
ετ/τeр = +0,05 (1); −0,05 (2); 0 (3)
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Из приведенных графиков следует, что при ненулевой ошибке
оценки задержки МПС и Δτ/τe = 0 крутизна дискриминационной
характеристики практически постоянна, но становится смещенной. В
случае Δτ/τe 6= 0 и ненулевой ошибки оценки задержки МПС дис-
криминационная характеристика становится нелинейной. Это явля-
ется следствием зависимости ρ

(
ετΣi , ετp , Δτ

)
от Δτ [3]. Поскольку

Δτ является в общем случае изменяющейся во времени случайной
величиной, то параметры дискриминатора задержки будут меняться
случайным образом, что приведет к увеличению погрешности оценки
РНП ретранслированных сигналов НКА. Поэтому далее будем рассма-
тривать только случай некратных частот кодовых последовательностей
МПС и сигналов НКА.

Воспользуемся выражением ρ
(
ετΣi , ετp , Δτ

)
для ретранслирован-

ного сигнала i-го НКА, приведенным в работе [3]:

ρ
(
ετΣi , ετp

)
= ρi (ετΣi) ∙ ρp

(
ετp

)
=

=






(

1−
|ετΣi |
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∙

(

1−

∣
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∣
∣

τep

)

при |ετΣi | 6 τei,
∣
∣ετp

∣
∣ 6 τep ;

≈ 0 при |ετΣi | > τei,
∣
∣ετp

∣
∣ > τep ,

(9)
где ρi (ετΣi) и ρp

(
ετp

)
– корреляционные функции сигнала i-го НКА и

МПС ретранслятора соответственно.
Найдем характеристики дискриминатора (6) для частного случая,

когда tg
(
IPP

(
λ̃k

))
≈ sign

(
IPP

(
λ̃k

))
, что соответствует работе при-

емника при ОСШ > 28 дБГц, что является типичным для НАП [5].
Запишем выражения для компоненты векторного дискриминатора

только по задержке огибающей переизлученного сигнала i-го НКА:

uτ,Σi (tk) = sign (IPP,k) ∙ (IPE,k − IPL,k) . (10)

Используя выражение (9), дискриминационную характеристику
(10) можно записать как

U
(
ετΣi , ετp

)
≈Gнсi,k2qc/n0T cos (εϕΣi+εωΣiT/2) sinc (εωΣiT/2)×

× ρp

(
ετp

)
(

ρi

(

ετΣi −
ΔτΣi
2

)

− ρi

(

ετΣi +
ΔτΣi
2

))

. (11)

Крутизна дискриминационной характеристики (11) относительно
ετΣi в пределах линейного участка при условии ΔτΣi 6 τΣi имеет вид

SτΣi =
∂U
(
ετΣi , ετp

)

∂ετΣi
=
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=
4qc/n0T

τΣi
cos

(

εϕΣi +
εωΣiT

2

)(
εωΣiT

2

)

ρp

(
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)
; (12)

SτΣi =
∂U
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)
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∣
∣
∣
∣
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4qc/n0T
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Из (11) непосредственно следует, что

∂U
(
ετΣi , ετp

)

∂ετp

∣
∣
∣
∣
∣
ετp=0, ετΣi=0

= 0.

Флуктуационная характеристика дискриминатора (10) может быть
записана как [5]

DητΣi = 4qc/n0T ∙ (1− ρi (ΔτΣi)) . (13)

Выражения для составляющей векторного дискриминатора по за-
держке огибающей МПС ретранслятора получаются соответствующей
заменой индексов “Σi” на “р” и “р” на “Σi”.

Коэффициент взаимной корреляции шумов на выходах дискри-
минаторов задержки огибающих ретранслированного сигнала НКА и
МПС будет равен

DητΣiητp ≈M {(IEP,ф − ILP,ф) (IPE,ф − IPL,ф)} =
=M {(IEP,фIPE,ф + ILP,фIPL,ф − IEP,фIPL,ф − ILP,фIPE,ф)} = 0.

Из полученных выражений (11)–(14) следует, в частности, что ха-
рактеристики дискриминатора (6) для сигналов ретранслятора с МПС
в целом идентичны соответствующим характеристикам дискримина-
торов сигналов ретранслятора с АПС при оговоренном ранее выбо-
ре параметров МПС относительно ретранслируемых сигналов НКА
ГНСС. Характеристики дискриминатора по фазе несущей сигнала (1)
также идентичны характеристикам дискриминатора по фазе несущей
сигнала ретранслятора с АПС с учетом выражений (8) для статисти-
ческих характеристик отсчетов корреляторов.

Для синтеза сглаживающего фильтра в уравнениях фильтрации (2)
необходимо конкретизировать состав и параметры векторного дискри-
минатора по наблюдаемым РНП и вид матрицы связи РНП и компо-

нент вектора состояния: C =

(
∂νk (x̃k)

∂x

)

.

Определим вектор состояния следующим образом:

x =
[
Xт

p Ẋ
т
p Ẍ

т
p D′A V ′A V ′p

^

Rp

^

Rтd
^

RтdΣ

]т

, (14)

где Xт
p, Ẋ

т
p и Ẍт

p — координаты, компоненты вектора скорости и уско-
рения ретранслятора соответственно; D′A и V ′A — переменные, харак-
теризующие отклонение метки и частоты опорного генератора (ОГ)
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АПРС; V ′p — переменная, характеризующая отклонение частоты ОГ

ретранслятора;
^

Rp — псевдодальность МПС;
^

Rтd и
^

RтdΣ — дополнитель-
ные переменные, связанные с фазами прямых и ретранслированных
сигналов НКА.

Пусть на входе АПРС наблюдаются N прямых и N ретранслиро-
ванных сигналов НКА. Модель этих наблюдений в АПРС в дискрет-
ном времени запишется как

yk,l = S (tk,l,xk) + nk,l, (15)

где yk,l = [y1;k,l y2;k,l]
т — вектор наблюдений;

S (tk,l,xk) =







N∑

i=1

SΣi

(
tk,l,

^
τ Σi;k,

^
τ p;k,

^
ωдΣi;k

)

N∑

i=1

Sci

(
tk,l,

^
τ i;k,

^
ωдi;k

)





 =

[
S1
S2

]

— вектор сигналов; SΣi (tk,l) — ретранслированный сигнал i-го НКА,
определяемый выражением (1).

Поскольку каждый сигнал ретранслированного НКА непосред-
ственно содержит наблюдение псевдозадержки огибающей МПС, то
дискриминатор по РНП в рассматриваемой задаче с учетом (4) будет
иметь вид

uдν,k =
[
uт

д
^
τ ,k
uт

д
^
ϕ ,k
uт

д
^
τ Σ,k

uт

д
^
ϕΣ,k

uт
д
^
τ p,k

]т
, (16)

где u
д
^
τ (
^
ϕ )Σ,k

=
[
u

д
^
τ (
^
ϕ )Σ1,k

. . . u
д
^
τ (
^
ϕ )ΣN,k

]т
,

u
д
^
τ (
^
ϕ ),k
=
[
u

д
^
τ (
^
ϕ )1,k

. . . u
д
^
τ (
^
ϕ )N,k

]т
,

u
д
^
τ (
^
ϕ )p,k

=
[
u

д
^
τ (
^
ϕ )p1,k

. . . u
д
^
τ (
^
ϕ )pN,k

]т

— векторный дискриминатор задержки огибающей МПС ретранслято-
ра.

Матрица связи РНП νk и вектора состояния xk для рассматривае-
мой задачи будет иметь вид

Ck=
∂νk(x̃k)

∂x
=





(
∂
^

R

∂x

)т(
∂
^

Rd

∂x

)т(
∂
^

RΣ
∂x

)т(
∂
^

RdΣ

∂x

)т



∂
^

Rp

∂x





т



т

=

=









0N×3 0N×3 0N×3 1N×1 0N×1 0N×1 0N×1 0N×N 0N×N
0N×3 0N×3 0N×3 0N×1 0N×1 0N×1 0N×1 EN×N 0N×N
H̃Σ,k 0N×3 0N×3 1N×1 0N×1 0N×1 0N×1 0N×N 0N×N
0N×3 0N×3 0N×3 0N×1 0N×1 0N×1 0N×1 0N×N EN×N
0N×3 0N×3 0N×3 0N×1 0N×1 0N×1 1N×1 0N×N 0N×N








, (17)
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где
H̃Σ,k =

[
H̃

т
Σ1,k ∙ ∙ ∙ H̃

т
ΣN,k

]т
; H̃Σi,k = H̃pi,k + H̃p,k;

H̃p,k = [cosαp,k cos βp,k cos γp,k] — вектор-строка направляющих ко-
синусов линии визирования от АПРС на P ;

H̃p i,k= [cosαpi,k cos βpi,k cos γpi,k]

— вектор-строка направляющих косинусов линии визирования от i-го
НКА на ретранслятор.

Структура синтезированного одноэтапного алгоритма комплексной
обработки прямых сигналов НКА и сигналов ретранслятора с МПС
показана на рис. 2.

Для исследования характеристик синтезированного алгоритма и
сравнительного анализа с другими алгоритмами обработки сигна-
лов ретранслятора была использована имитационная модель в среде
MATLAB. Движение объекта моделировалось траекторией, характер-
ной для реактивного снаряда.

Ускорение на активном участке составляло ∼150м/с2, время рабо-
ты двигателя — 5 с. Для прямых и ретранслированных сигналов ОСШ
равно 42 и 38 дБГц соответственно. Интервал накопления в корреля-
торах равен 1 мс.

На рис. 3 показано изменение во времени ошибок оценок коорди-
нат и компонент вектора скорости ретранслятора на начальном участке
траектории.

Рис. 2. Структура одноэтапного алгоритма комплексной обработки
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Рис. 3. Погрешности оценки координат (а) и компонент вектора скорости
ретранслятора (б)

В табл. 1 и 2 показаны характеристики предложенного алгоритма,
а также алгоритма для систем с ретрансляторами с АПС, без ПС и
бортовой НАП при значениях геометрического фактора (ГФ), равных
3,8 и 13, для шести и четырех видимых с борта объекта спутников
ГНСС соответственно.

Таблица 1
Погрешности определения координат и скорости ретранслятора

(шесть НКА ГНСС; ГФ = 3,8)

СКО

Ретранслятор
оценки координат, м

σxyz =
√
σ2x + σ

2
y + σ

2
z

компонент вектора скорости, м/с

σV =
√
σ2V x + σ

2
V y + σ

2
V z

σx σy σz σxyz σV x σV y σV z σV
Без ПС 0,13 0,29 0,26 0,41 0,07 0,11 0,10 0,16
С МПС 0,20 0,12 0,20 0,31 0,09 0,05 0,09 0,14
С АПС 0,20 0,11 0,20 0,30 0,07 0,05 0,08 0,11
Бортовая
НАП

0,23 0,27 0,30 0,46 0,12 0,17 0,15 0,26

Из приведенных таблиц следует, что при невысоком значении ГФ
видимых с борта объекта спутников ГНСС характеристики АПРС при
работе по сигналам ретрансляторов с МПС и с АПС довольно близки
(влияние аддитивного ПС незначительно). При высоком значении ГФ
видимых с борта объекта спутников ГНСС для случая ретранслятора
с АПС погрешность оценки скорости ниже за счет дополнительного
наблюдения псевдодоплеровского сдвига частоты ПС. При этом вари-
ант с ретранслятором без ПС уступает как ретранслятору с АПС, так
и ретранслятору с МПС.

Заключение. Предложен и синтезирован одноэтапный алгоритм
фильтрации когерентных сигналов координат и компонент вектора
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Таблица 2
Погрешности определения координат и скорости ретранслятора

(четыре НКА ГНСС; ГФ = 13)

СКО

Ретранслятор
оценки координат, м

σxyz =
√
σ2x + σ

2
y + σ

2
z

компонент вектора скорости, м/с

σV =
√
σ2V x + σ

2
V y + σ

2
V z

σx σy σz σxyz σV x σV y σV z σV
Без ПС 0,22 0,15 0,66 0,71 0,085 0,08 0,20 0,23
С МПС 0,20 0,22 0,62 0,69 0,085 0,08 0,17 0,20
С АПС 0,20 0,22 0,61 0,68 0,08 0,06 0,13 0,16
Бортовая
НАП

0,34 0,31 1,05 1,1 0,15 0,11 0,92 0,94

скорости ретранслятора с МПС. Получены и исследованы характе-
ристики дискриминаторов РНП сигналов ретранслятора с МПС.

Методом имитационного моделирования проведено исследование
синтезированного алгоритма и его сравнение с другими алгоритма-
ми. Система траекторных измерений на основе ретранслятора с МПС
немного (менее 15 %) уступает системе с ретранслятором с АПС по
точности определения скорости, что является “платой” за функцио-
нальные преимущества МПС.
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