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Исследуется работоспособность варианта метода автоинтегрирования с пол-
ным осреднением коэффициентов Фурье для расчета амплитудно-фазовых ча-
стотных характеристик нелинейных динамических объектов и систем упра-
вления с заданной погрешностью вычислений и за минимальное время. Пред-
лагаемый вариант метода автоинтегрирования основан на численном инте-
грировании систем нелинейных дифференциальных уравнений математических
моделей объектов и систем управления при моногармонических входных воздей-
ствиях на фиксированных частотах и анализе периодических откликов на эти
воздействия методом Фурье. Процесс интегрирования на каждой из фиксиро-
ванных частот продолжается до тех пор, пока средние значения коэффици-
ентов Фурье исследуемой гармоники выходного периодического отклика дина-
мического объекта на входное моногармоническое воздействие за пройденное
число периодов входного сигнала не станут достаточно постоянными.
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The workability of a variant of the method for autointegration with full averaging of
Fourier coefficients to calculate gain-phase characteristics of nonlinear dynamic
objects and control systems with a specified error of calculations and for the
minimum time is investigated. The proposed variant of the autointegration method
is based on the numerical integration of systems of nonlinear differential equations
of mathematical models of objects and control systems with monoharmonic input
actions at fixed frequencies and on the analysis of periodic responses to these actions
using the Fourier method. The integration process for each of the fixed frequencies
continues until the Fourier coefficients of the investigated harmonic of the output
periodic response of the dynamic object to the input monoharmonic action, which
are averaged over the number of input signal periods that have elapsed, become
constant enough.
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Для проведения идентификации параметров, оптимизации и оцен-
ки соответствия выбранному критерию устойчивости динамических
объектов, регуляторов и следящих систем управления требуется опре-
деление амплитудно-частотных и фазочастотных искажений, возника-
ющих при отработке ими входных моногармонических сигналов на
заданных частотах. Кроме того, при проектировании регуляторов и
следящих систем часто требуется определять полосы их пропускания.
С этой целью проводятся расчеты амплитудно-фазовых частотных ха-
рактеристик (АФЧХ).

Как показано в работе [1], частотные характеристики линейных или
линеаризованных моделей регуляторов и следящих систем можно по-
лучить из их переходных характеристик, используя принцип взаимно-
однозначного соответствия между функциями в области действитель-
ных переменных и в области комплексных переменных, осуществляе-
мых преобразованиями Фурье и Лапласа. Однако такой метод не при-
годен для расчетов частотных характеристик нелинейных объектов,
так как достоверные частотные характеристики для нелинейных моде-
лей могут быть получены только посредством возбуждения гармони-
ческими входными сигналами на различных фиксированных частотах
с последующим анализом реакций на эти возбуждения методом Фурье
в режиме установившихся периодических колебаний [2, 3].

В то же время наблюдаются некоторые различия таких алгорит-
мов расчета. Так, в соответствии с алгоритмом, представленным в
работе [3], интегрирование осуществляется в течение только одного
(первого) периода колебаний входного моногармонического сигнала
на каждой из фиксированных частот, при этом расчеты амплитуд и
фазовых запаздываний первых гармоник выходных сигналов также
проводятся по этим первым периодам. Чтобы устранить влияние пе-
реходных процессов втягивания системы в вынужденные колебания,
алгоритмом расчета [4] предписывается проводить интегрирование в
течение шести периодов колебаний входного сигнала на каждой из
фиксированных частот, при этом амплитуды и фазовые запаздывания
первых гармоник выходных сигналов рассчитываются по последним
(шестым) периодам.

Таким образом, если в алгоритме расчета [3] никак не учитывается
влияние на результаты расчетов переходных процессов втягивания си-
стемы в вынужденные колебания при синусоидальном возбуждении,
то и алгоритм [4] также не гарантирует получения точных результатов.

В работе [5] авторами установлено, что переходные процессы втя-
гивания в вынужденные колебания при гармонических входных воз-
действиях даже у некоторых линейных динамических объектов могут
длиться достаточно долго, а у такого звена, как консервативное, пере-
ходные процессы могут не заканчиваться вообще. Поэтому для нели-
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нейных и некоторых линейных динамических объектов заранее нико-
гда неизвестно число периодов входного моногармонического сигна-
ла, в течение которых длится переходный процесс втягивания в вы-
нужденные колебания. Игнорирование этой особенности при расчетах
частотных характеристик может приводить к существенным ошибкам.

Поэтому определенный теоретический и практический интерес
представляет задача разработки методов и алгоритмов расчета частот-
ных характеристик регуляторов и следящих систем, позволяющих по-
лучать результаты с заданной погрешностью вычислений и за мини-
мальное время (так называемых методов автоинтегрирования) [6].

До определенного времени создание и внедрение подобных мето-
дов и алгоритмов для расчета АФЧХ следящих систем и других слож-
ных динамических объектов, основанных на численном интегриро-
вании нелинейных дифференциальных уравнений их математических
моделей при моногармонических входных воздействиях, сдержива-
лись низким уровнем быстродействия вычислительной техники.

Стремительное развитие вычислительной техники и совершен-
ствование ее характеристик (в частности, возрастание уровня бы-
стродействия компьютеров) в последние годы позволили практически
полностью переориентировать методы расчета частотных характери-
стик динамических объектов и систем с приближенных, получаемых
из переходных характеристик, на более точные, основанные на чи-
сленном интегрировании дифференциальных уравнений математиче-
ских моделей систем при моногармонических входных воздействиях
на фиксированных частотах и анализе откликов на эти воздействия
методом Фурье.

Анализ постоянства параметров реакций динамических объектов
и систем на моногармонические воздействия можно проводить раз-
личными способами, которые, в частности, могут быть основаны на
сравнении вычисляемых значений амплитуд и фазовых сдвигов или
на сравнении вычисляемых значений коэффициентов Фурье исследу-
емых гармоник выходных сигналов (откликов).

В работе [7] показано, что наиболее эффективные алгоритмы ме-
тода автоинтегрирования должны базироваться на сравнении действи-
тельных и мнимых составляющих (коэффициентов Фурье) исследу-
емой гармоники периодического отклика динамического объекта на
входное моногармоническое воздействие. При таком подходе к по-
строению методов и алгоритмов существенно сокращается продолжи-
тельность вычислений АФЧХ нелинейных динамических объектов.

В свою очередь для анализа постоянства коэффициентов Фурье ис-
следуемой гармоники периодического отклика динамического объекта
или системы управления можно использовать различные варианты:
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— значения коэффициентов Фурье исследуемой гармоники выход-
ного периодического сигнала на n-м периоде колебаний входного мо-
ногармонического сигнала сравниваются со значениями этих же пара-
метров на (n− 1)-м периоде (вариант метода автоинтегрирования без
осреднения коэффициентов Фурье);

— средние за последние l периодов значения коэффициентов Фурье
исследуемой гармоники выходного периодического сигнала на n-м пе-
риоде колебаний входного моногармонического сигнала сравниваются
со средними за последние l периодов значениями этих же параметров
на (n−1)-м периоде (вариант метода автоинтегрирования с локальным
осреднением коэффициентов Фурье);

— выполняется сравнение средних за n − nk периодов значений
коэффициентов Фурье исследуемой гармоники выходного периодиче-
ского сигнала динамического объекта или системы управления, полу-
чаемых на n-м периоде входного моногармонического сигнала (здесь
nk — число неанализируемых периодов), со средними значениями этих
же параметров на (n − 1)-м периоде (вариант метода автоинтегриро-
вания с полным осреднением коэффициентов Фурье);

— значения коэффициентов Фурье исследуемой гармоники выход-
ного периодического сигнала на n-м периоде колебаний входного мо-
ногармонического сигнала сравниваются со средними за последние l
периодов значениями коэффициентов Фурье исследуемой гармоники
выходного периодического сигнала на n-м периоде колебаний входно-
го моногармонического сигнала (первый комбинированный вариант
метода автоинтегрирования);

— осуществляется сравнение значений коэффициентов Фурье ис-
следуемой гармоники выходного периодического сигнала на n-м пе-
риоде колебаний входного моногармонического сигнала со средними
за n − nk периодов значениями коэффициентов Фурье исследуемой
гармоники выходного периодического сигнала динамического объек-
та или системы управления, получаемыми на n-м периоде входного
моногармонического сигнала (второй комбинированный вариант ме-
тода автоинтегрирования);

— средние за последние l периодов значения коэффициентов Фурье
исследуемой гармоники выходного периодического сигнала на n-м пе-
риоде колебаний входного моногармонического сигнала сравниваются
со средними за n−nk периодов значениями коэффициентов Фурье ис-
следуемой гармоники выходного периодического сигнала динамиче-
ского объекта или системы управления, получаемыми на n-м периоде
входного моногармонического сигнала (третий комбинированный ва-
риант метода автоинтегрирования).

В настоящей статье исследуется работоспособность варианта мето-
да автоинтегрирования с полным осреднением коэффициентов Фурье.
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Описание варианта метода автоинтегрирования. Предлагаемый
метод автоинтегрирования для расчета АФЧХ динамических объектов,
регуляторов и следящих систем управления базируется на сравнении
средних значений коэффициентов Фурье исследуемой гармоники вы-
ходного периодического сигнала, получаемых на последнем периоде
входного моногармонического сигнала, со средними значениями этих
же коэффициентов Фурье на предпоследнем периоде.

Алгоритм предлагаемого метода предписывает завершение процес-
са интегрирования уравнений математической модели динамического
объекта, регулятора или следящей системы управления на каждой из
фиксированных частот входного моногармонического сигнала после
того, как относительные изменения сравниваемых параметров станут
по модулю меньше заранее заданного числа, регламентирующего по-
грешность вычислений.

Алгоритм метода имеет два основных цикла — по частоте и по
времени, при этом текущее значение входного моногармонического
сигнала вычисляется по соотношению [2]

Ui = Ai sin[2πf(nf )t],

где Ai — амплитуда входного моногармонического сигнала; f(nf ) —
частота входного моногармонического сигнала (nf — номер частоты);
t — текущее время.

В цикле по частоте, который начинается с nf = 1 и заканчивается
nf = m, на каждой из фиксированных частот f(nf ) входного мо-
ногармонического сигнала выполняется интегрирование дифференци-
альных уравнений, составляющих математическую модель исследуе-
мого динамического объекта.

В течение первых nk периодов входного моногармонического сиг-
нала (т.е. когда i ≤ nk), где искажения наиболее велики, операции
анализа не проводятся (здесь i — номер периода). По завершении
nk-го периода на каждом из следующих периодов последовательно
выполняются следующие действия:

— вычисляются коэффициенты Фурье исследуемой гармоники вы-
ходного периодического сигнала по соотношениям [2]

P (i) = 2f(nf )

jm∑
j=1

U0(j) + U0(j − 1)
2

h sin[2πkf (nf )t];

Q(i) = 2f(nf )

jm∑
j=1

U0(j) + U0(j − 1)
2

h cos[2πkf (nf )t],

где P — действительная составляющая (действительный коэффици-
ент Фурье) k-й гармоники выходного периодического сигнала; Q —
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мнимая составляющая (мнимый коэффициент Фурье) k-й гармоники
выходного периодического сигнала; U0 — выходной периодический
сигнал динамического объекта; k — номер гармоники; T — период
входного моногармонического сигнала, j — номер шага интегрирова-
ния; jm = T/h — число шагов интегрирования h, содержащихся в
одном периоде T входного моногармонического сигнала. Чтобы по-
лучить результаты вычислений с одинаковой точностью на каждой
фиксированной частоте входного моногармонического сигнала, шаг
интегрирования h по времени варьируется и его значение в зависимо-
сти от частоты f(nf ) вычисляется по выражению [1]

h = 1/Kff(nf ),

где Kf — коэффициент, значение которого определяет максимальное
значение шага интегрирования по времени на минимальной часто-
те входного моногармонического сигнала, обеспечивающего устойчи-
вый процесс интегрирования. Он определяется экспериментально для
каждой конкретной математической модели динамического объекта,
регулятора или системы управления:

— определяются средние значения коэффициентов Фурье иссле-
дуемой гармоники выходного периодического сигнала за пройденное
число периодов входного моногармонического сигнала по соотноше-
ниям

Pc (n) =

n∑
i=nk+1

P (i)

n− nk
,

Qc (n) =

n∑
i=nk+1

Q (i)

n− nk
;

— проводится сравнение модулей отношений разности модулей
средних значений каждого из коэффициентов Фурье исследуемой гар-
моники на последнем и предпоследнем периодах входного моногармо-
нического сигнала к модулю среднего значения этого коэффициента на
последнем периоде входного моногармонического сигнала с наперед
заданным числом ε, определяющим заданную погрешность вычисле-
ний в процентах, по формулам∣∣∣∣

|Pc (n)| − |Pc (n− 1)|
|Pc(n)|

∣∣∣∣ · 100 ≤ ε;

∣∣∣∣
|Qc (n)| − |Qc (n− 1)|

|Qc (n)|
∣∣∣∣ · 100 ≤ ε.
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Если оба неравенства выполняются, тогда вычисляются:
— относительная амплитуда исследуемой гармоники выходного

периодического сигнала (коэффициент передачи) как отношение ам-
плитуды исследуемой гармоники выходного периодического сигнала
(определяемой по средним значениям коэффициентов Фурье на по-
следнем периоде входного моногармонического сигнала) к амплитуде
входного моногармонического сигнала возбуждения [2] по формуле

A (n) =

√
Pc(n)2 +Qc(n)2

Ai
,

— фазовый сдвиг (в градусах) исследуемой гармоники выходно-
го периодического сигнала к входному моногармоническому сигналу
(определяемому по средним значениям коэффициентов Фурье на по-
следнем периоде входного моногармонического сигнала) по известно-
му соотношению [2]:

ϕ(n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

57,3 arctg
Qc (n)

Pc (n)
при Pc (n) > 0 и Qc (n) < 0;

−180 + 57,3 arctg Qc (n)

Pc (n)
при Pc (n) < 0 и Qc (n) < 0;

−180 + 57,3 arctg Qc (n)

Pc (n)
при Pc (n) < 0 и Qc (n) > 0;

−360 + 57,3 arctg Qc (n)
Pc (n)

при Pc (n) > 0 и Qc (n) > 0;

180 [−1− 0,5 signQc (n)] при Pc (n) = 0.

Для получения логарифмических АФЧХ (ЛАФЧХ) используется
выражение

AL (n) = 20Lg

√
Pc (n)

2 +Qc (n)
2

Ai
.

Возможность применения разработанного метода автоинтегриро-
вания для расчета ЛАФЧХ существенно нелинейных динамических
объектов исследуем на примере получения ЛАФЧХ первой и второй
гармоник существенно нелинейного колебательного элемента с клас-
сическим сухим (кулоновым) трением для трех различных вариаций
безразмерных величин — амплитуды входного гармонического воздей-
ствия и силы сухого трения.

Математическая модель тестового существенно нелинейного
динамического объекта. Математическая модель колебательного
элемента с сухим трением, с помощью которой исследуется работо-
способность предлагаемого метода автоинтегрирования, представляет
собой систему следующих нелинейных дифференциальных уравне-
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ний, описывающих тестовый элемент для условий покоя и движения:

dY

dt
= V ;

dV

dt
= FRm

−1,

где Y — безразмерное перемещение выходного органа колебательно-
го элемента; V — безразмерная скорость движения выходного органа
колебательного элемента; m — безразмерная масса выходного органа
колебательного элемента; FR — безразмерная движущая сила, действу-
ющая на выходной орган колебательного элемента, для режимов покоя
и движения определяемая как

FR=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Ui − Fc.тsign(V )−KпY при V �= 0;
Ui − Fc.тsign(Ui −KпY )−KпY при V=0 и |Ui −KпY |>Fс.т;

0 при V = 0 и |Ui −KпY | ≤ Fс.т;

здесь Kп — безразмерный коэффициент позиционной нагрузки; Fс.т —
безразмерная сила сухого трения.

При проведении вычислительных экспериментов использовались
следующие безразмерные параметры математической модели коле-
бательного элемента с сухим трением: m = 2,533 · 10−4; Kп = 1;
АF = 0,01.

Указанные безразмерные параметры обеспечивают резонансную
частоту колебательного элемента с сухим трением, равную прибли-
зительно 10 Гц.

Результаты вычислительных экспериментов. Рассчитаем
ЛАФЧХ колебательного элемента с сухим трением для следующе-
го ряда фиксированных частот f(nf ), Гц: 1; 1,3; 2; 2,3; 3; 3,3; 4; 4,3;
5; 5,3; 6; 6,3; 7; 7,3; 8; 8,3; 9; 9,3; 10; 10,03; 10,1; 10,2; 10,3; 10,4; 13;
20; 23; 30; 33; 40; 43; 50; 53; 60; 63; 70; 73; 80; 83; 90; 93; 100.

Вычислительные эксперименты были проведены для следующих
значений безразмерной силы сухого трения Fс.т: 0,001; 0,008; 0,0095.

Результаты вычислительных экспериментов по определению
ЛАФЧХ первой и второй гармоник выходного периодического сиг-
нала колебательного элемента с сухим трением с погрешностью вы-
числений ε = 0,01% для значений безразмерной силы сухого трения
F̄с.т = Fс.т/AF = 0,1; 0,8; 0,95 представлены на рис. 1. На рис. 2 пред-
ставлены зависимости числа n периодов интегрирования, необходи-
мых для достижения заданной погрешности вычислений, от частоты
входного моногармонического сигнала f для указанных гармоник.

Дальнейшие вычислительные эксперименты показали возмож-
ность вычисления ЛАФЧХ любых гармоник тестового динамического
объекта с помощью предложенного метода автоинтегрирования.
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Рис. 1. ЛАФЧХ первой (а) и второй (б) гармоник колебательного элемента с
сухим трением:
————————— — F̄с.т = 0,1; ·— ·— ··— ·— ··— ·— · — F̄с.т = 0,8; · · · · · ·· · · · · ·· · · · · · — F̄с.т = 0,95

Рис. 2. Число периодов, необходимых для достижения заданной точности вы-
числений первой (а) и второй (б) гармоник колебательного элемента с сухим
трением:
————————— — F̄с.т = 0,1; ·— ·— ··— ·— ··— ·— · — F̄с.т = 0,8; · · · · · ·· · · · · ·· · · · · · — F̄с.т = 0,95

В процессе проведенных исследований получены следующие
основные результаты:

— разработан и предложен вариант моногармонического метода
автоинтегрирования для расчета АФЧХ динамических объектов, регу-
ляторов и систем управления, основанный на численном интегриро-
вании систем нелинейных дифференциальных уравнений математиче-
ских моделей этих объектов при моногармонических входных воздей-
ствиях на фиксированных частотах и анализе периодических откли-
ков на эти воздействия методом Фурье. Процесс интегрирования на
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каждой из фиксированных частот продолжается до тех пор, пока срав-
ниваемые параметры исследуемой гармоники периодического отклика
динамического объекта на входное моногармоническое воздействие не
станут достаточно постоянными;

— показано, что в качестве критерия достаточности постоянства
коэффициентов Фурье в методе автоинтегрирования может быть ис-
пользовано сравнение средних значений коэффициентов Фурье иссле-
дуемой гармоники выходного периодического сигнала динамического
объекта или системы, получаемых на последнем периоде входного
моногармонического сигнала, со средними значениями этих же коэф-
фициентов Фурье на предпоследнем периоде;

— впервые получены семейства ЛАФЧХ первой, второй и после-
дующих гармоник колебательного элемента с сухим трением.

Выводы. 1. Предложенный вариант моногармонического мето-
да автоинтегрирования с полным осреднением коэффициентов Фурье
применим для расчета АФЧХ динамических объектов, содержащих
существенно нелинейные объекты типа колебательного элемента с су-
хим трением.

2. С помощью предложенного варианта метода автоинтегрирова-
ния можно рассчитывать частотные характеристики как четных, так
и нечетных гармоник нелинейных динамических объектов и систем
управления с заданной погрешностью вычислений и за минимальное
время.
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