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Рассмотрена задача синтеза системы управления космическим аппаратом на
этапе спуска на поверхность Луны. В задаче необходимо из заданной области
начальных значений попасть в область терминальных состояний за ограни-
ченное время. Для решения задачи использован численный метод сетевого опе-
ратора, который позволяет находить структуру и параметры многомерной
функции. Поиск функции управления осуществляется на пространстве описа-
ний многомерных функций в форме целочисленных матриц сетевых операторов.
Компоненты матриц указывают на номера элементов в множествах унарных
и бинарных операций. При синтезе область начальных значений заменена ко-
нечным множеством точек. Исходные функционалы заменены на сумму функ-
ционалов, которые вычисляются для каждой точки. Проведено исследование
полученной системы управления. Показано, что синтезированная нелинейная
система управления обеспечивает высокую точность попадания космического
аппарата в заданную область при различных вариациях начальных значений и
параметров объекта управления.
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The problem of synthesis of the spacecraft control system is considered for the
spacecraft descent onto the Moon surface. In the problem, it is necessary for the
spacecraft from the given domain of initial values to fall into the vicinity of terminal
states for the limited time. To solve the problem, a numerical method of network
operator is applied, which allows both structure and parameters of multidimentional
function to be found. The search for control function is performed over the set
of multidimentional functions described in the form of integer matrices of network
operators. The elements of matrices indicate the numbers of elements in the sets of
unary and binary operations. The domain of initial values is replaced with the finite
set of points. Initial functionals are substituted by the sum of functionals that are
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calculated for each point. The obtained control system is investigated. It is shown that
the synthesized nonlinear control system provides a high precision of the spacecraft
falling into the specified domain with different variations of initial values and
parameters of the object of control.

Keywords: synthesis of control system, method of network operator, spacecraft control
systems.

Работа посвящена применению метода сетевого оператора для син-
теза системы управления спуском космического аппарата на поверх-
ность Луны. Задача синтеза управления состоит в нахождении много-
мерной функции управления, описывающей зависимость управления
от координат пространства состояния.

Самый распространенный способ синтеза системы управления за-
ключается в линеаризации модели системы относительно некоего ста-
ционарного состояния, в анализе этого состояния и расчете параме-
тров типовых линейных регуляторов обратной связи, работающих по
отклонению от стационарного состояния. Такой подход целесообразен
только для синтеза систем стабилизации и не может быть использован
для широкого класса управлений нелинейными объектами.

Известен подход, заключающийся в использовании программных
управлений, обеспечивающих движение объекта по оптимальной про-
граммной траектории, и построении системы управления для стабили-
зации состояния объекта относительно этой траектории. Такой подход
требует точного знания параметров модели и не обеспечивает опти-
мального достижения цели управления. Реальная траектория, распо-
ложенная даже в окрестности оптимальной программной траектории,
не будет давать оптимальное значение критерия качества.

Наиболее известен метод синтеза управления для линейных си-
стем с квадратичным функционалом качества [1, 2], который называют
аналитическим конструированием оптимальных регуляторов (АКОР).
Метод АКОР используют в основном для решения задач стабилизации,
так как линеаризованная нелинейная модель ведет себя аналогично
линейной модели в окрестности устойчивого состояния. Применение
метода АКОР для задач управления нелинейными системами нецеле-
сообразно.

В конце 1990-х годов появился метод аналитического конструи-
рования агрегированных регуляторов (АКАР) [3–7]. При реализации
метода проектировщик самостоятельно строит многомерные поверх-
ности. Движения по построенным многообразиям должно, по мнению
проектировщика, обеспечивать достижение цели управления и при-
водить к оптимальным показателям качества процесса управления.
Далее проектировщик составляет дифференциальные уравнения, име-
ющие асимптотически устойчивое решение в окрестности заданных
многообразий. Затем, решая обратную задач, он находит управление
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как нелинейную многомерную функцию координат пространства со-
стояний. Данный аналитический метод является довольно сложным,
включает в себя решение некорректной обратной задачи и требует
хорошего знания оптимального поведения системы управления.

Перечисленные методы в основном являются аналитическими, и
применение в них вычислительных методов носит только вспомога-
тельный характер.

Основная проблема синтеза управления заключается в том, что
необходимо построить структуру и найти параметры многомерной не-
линейной функции, которая описывает часто негладкую функциональ-
ную зависимость управления от значений координат пространства со-
стояний. Известные вычислительные методы для поиска многомерных
функций обычно включают два подхода.

В первом подходе неизвестная функция задается проектировщиком
с точностью до значений постоянных параметров. Затем с помощью
вычислительных методов находят их оптимальные значения. К этому
подходу можно отнести и системы управления с искусственной ней-
ронной сетью, так как структура нейронной сети представляет собой
описание многомерной функции с точностью до значений весовых
коэффициентов.

Второй подход является полуаналитическим. Проектировщик за-
дает неизвестную функцию в виде разложения в ряды или в виде
системы базисных функций. Далее с помощью вычислительного мето-
да находят параметры заданного разложения. Данные методы хорошо
применимы, в основном для одномерных функций. Синтезированная
система оптимального управления часто является негладкой и выраба-
тывает управляющие воздействия в виде переключающих импульсов,
соответствующих установленным ограничениям.

Численные методы, которые позволяют находить не только параме-
тры, но и структуру многомерной нелинейной функции, до последнего
времени отсутствовали. В 1992 г. появился метод генетического про-
граммирования [8], предназначенный для решения задачи автоматиче-
ского написания программ. Программа задавалась в форме бесскобоч-
ной строки символов, называемой польской записью. Поиск оптималь-
ного решения осуществлялся с помощью генетического алгоритма [9].
Естественно, что программа на любом языке программирования мо-
жет легко описывать любую многомерную функцию, поэтому была
предпринята попытка использовать метод генетического программи-
рования для синтеза оптимальной системы управления. Серьезных
результатов данный метод в решении задачи синтеза управления не
дал. Основная проблема заключалась в очень большом пространстве
поиска оптимальных функций. Для практической реализации метода
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генетического программирования необходимо иметь мощные компью-
теры, обеспечивающие просмотр нескольких миллионов вариантов.

Улучшение метода генетического программирования для решения
задачи синтеза управления привело к созданию метода сетевого опе-
ратора [10–24]. В отличие от метода генетического программирова-
ния в методе сетевого оператора функция отыскивается в виде це-
лочисленной матрицы. Поиск оптимального решения осуществляется
с помощью вариационного генетического алгоритма, что позволяет
проектировщику задавать направления поиска в виде базисного реше-
ния. Данное обстоятельство позволяет учитывать опыт разработчика
и существенно уменьшить время вычислений.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу синтеза управления кос-
мическим аппаратом на этапе спуска с окололунной орбиты в задан-
ную область вблизи поверхности Луны.

Модель объекта управления описывается следующей системой
дифференциальных уравнений:

dV

dt
= W cos (u1 − θ)− g cos θ; (1)

dθ

dt
=
1

V
(W sin (u1 − θ) + g sin θ) ; (2)

dh

dt
= V cos θ; (3)

dϕ

dt
=

V

R
sin θ; (4)

dm

dt
= −P0 + u2

Pud

, (5)

где V — модуль скорости движения космического аппарата; θ —
угол наклона траектории относительно гравитационной вертикали;
W — ускорение от тяги двигателя; P0 — номинальное значение
тяги двигателя, P0 = 440 кг; m — масса космического аппарата;
g0 — модуль ускорения свободного падения на поверхности Луны,
g0 = 1,623 м/с2, g̃ = 9,80665 м/с2; R0 — средний радиус поверхности
Луны, R0 = 1738,4 км; R — модуль радиус-вектора от центра Луны до
космического аппарата; h — высота полета космического аппарата; ϕ
— угол дальности вдоль поверхности Луны; Pud — удельный импульс
двигателя, Pud = 319 с;

W =
g̃ (P0 + u2)

m
; g = g0

(
R0

R0 + h

)2
; R = R0 + h. (6)

Схема спуска космического аппарата на поверхность Луны приве-
дена на рис. 1.
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Рис. 1. Схема этапа посадки космического аппарата на Луну

Космический аппарат из начального состояния, обозначенного на
рис. 1 кружком, должен за счет тяги P тормозного двигателя обеспе-
чить гашение скорости и опуститься с заданной скоростью на задан-
ную высоту.

Управление космическим аппаратом осуществляется путем изме-
нения направлением тяги двигателя и ее значения.

Для модели известны следующие начальные значения:

V (0) = V0, θ (0) ∈ [θ−0 , θ+0 ] , h (0) ∈ [h−0 , h+0 ] ,
ϕ (0) = ϕ0, m (0) = m0,

(7)

где θ−0 и θ+0 — наименьшее и наибольшее начальные значения угла
наклона траектории; h−0 и h+0 — наименьшее и наибольшее значения
начальной высоты.

Заданы терминальные условия

V (tf ) ∈
[
V −f , V +f

]
, h (tf ) ∈

[
h−f , h

+
f

]
; (8)

tf =

{
t, если

(
V (t) ∈ [V −f , V +f

]) ∧ (h (t) ∈ [h−f , h+f ]);
t+, иначе,

; (9)

где V −f и V +f — наименьшее и наибольшие терминальные значения
модуля скорости; h−f и h+f — наименьшее и наибольшее терминальные
значения высоты полета; t+ — максимальное время полета.

Значения компонент управления (изменения тяги и угла направле-
ния тяги) ограничены

u1 ∈
[
u−1 , u

+
1

]
, u2 ∈

[
u−2 , u

+
2

]
, (10)

где u−1 и u+1 — наименьший и наибольший углы направления тяги; u−2
и u+2 — наименьшее и наибольшее значение приращения тяги.
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Необходимо найти управление в виде

u1 = g1 (V, θ, h, ϕ,m) ; (11)

u2 = g2 (V, θ, h, ϕ,m) . (12)

Управление должно обеспечить перелет космического аппарата из
начальной области (7) в терминальную область (8) с учетом ограниче-
ний на время (9) и компонент управления (10).

Для решения поставленной задачи используем численный ме-
тод сетевого оператора [10–24]. Метод позволяет численно находить
структуру и параметры многомерной функции. В процессе поиска
решения в виде (11), (12) необходимо оценивать качество полученных
структур функций. Для оценки качества определим критерии

J1 = |hf − h (tf )|+ s; (13)

J2 = |Vf − V (tf )| , (14)

где

hf =
h−f + h+f
2

; (15)

Vf =
V −f + V +f

2
; (16)

s — штраф за преждевременное попадание на поверхность Луны,

s =

{
100, если h (t) < 0;

0, иначе.

В результате решения мы должны получить два значения критериев
качества (15) и (16), поэтому решением задачи является множество
Парето-оптимальных решений.

Для решения задачи синтеза управления космическим аппаратом
на этапе посадки на Луну (1)–(12) необходимо оценить попадание в
терминальную область для всех точек заданной области начальных
значений.

Для числовой оценки заменим непрерывные интервалы для на-
чальных значений дискретными множествами:[

θ−0 , θ
+
0

]т → {θ0,0, θ0,1, . . . , θ0,kθ} ; (17)[
h−0 , h

+
0

]т → {h0,0, h0,1, . . . , h0,kh} , (18)

где
θ−0 = θ0,0 < θ0,1 < . . . < θ0,kθ = θ+0 ; (19)

h−0 = h0,0 < h0,1 < . . . < h0,kθ = h+0 . (20)
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Для получения оценки качества синтезируемой системы управле-
ния используем сумму функционалов для всех начальных значений:

J̃1 =

kθ∑
i=0

kh∑
j=0

J1 (i, j); (21)

J̃2 =

kθ∑
i=0

kh∑
j=0

J2 (i, j), (22)

где J1 (i, j), J2(i, j) — значения функционалов (13) и (14) для началь-
ных значений θ (0) = θ0,i, определяемые по формулам

J1 (i, j) = (|hf − h (tf )|+ s)θ(0)=θ0,i, h(0)=h0,j ; (23)

J2 (i, j) = (|Vf − V (tf )|)θ(0)=θ0,i, h(0)=h0,j , (24)

i = 0, kθ, j = 0, kh.

Для вычисления функционалов (23), (24) используем следующие
дискретные значения:

θ0,i = θ0,0 + iΔθ0; (25)

h0,j = h0,0 + jΔh0, (26)

где Δθ0, Δh0 — приращения по углу наклона траектории и высоте.
Синтез системы управления методом сетевого оператора. Для

решения задачи используем метод сетевого оператора [10–24]. Метод
основан на достаточно новой структуре данных, сетевом операторе.
Данная структура позволяет описывать математические выражения в
виде ориентированного графа, узлы которого связаны с бинарными
математическими операциями, а дуги — с унарными. В памяти ком-
пьютера сетевой оператор записывается в виде целочисленной ма-
трицы, элементы которой указывают на номера унарных и бинарных
операций из заданных множеств операций. Изменяя значения элемен-
тов матрицы сетевого оператора, получаем различные описываемые
математические выражения. Подробно о сетевом операторе изложено
в работах [14, 17].

Одним из важнейших, но мало формализуемым этапом синтеза
управления методом сетевого оператора является выбор базисного ре-
шения. Базисное решение задает область начального поиска и обес-
печивает в процессе движение в пространстве возможных решений
от одного решения к другому, лучшему решению. Если не выбирать
базисное решение, то поиск оптимального решения может оказаться
очень длительным. Вместе с тем базисное решение включает в себя
опыт разработчика системы автоматического управления. Поскольку
пространство поиска решений представляет собой набор математиче-
ских выражений, то вряд ли оно имеет выпуклый характер. Поэтому
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можно в случае нескольких альтернативных базисных решений ис-
пользовать все эти решения. Затем осуществить поиск по каждому
решению и выбрать наилучшее из решений, предложенных вычисли-
тельной машиной.

Поиск каждого полученного решения, так как оно основывается на
новом базисном решении, можно считать отдельным методом сетевого
оператора для синтеза системы управления.

В качестве базисного решения для рассматриваемой задачи было
выбрано следующее управление:

u1 = q01 (π + θ) +
q02
h0
(hf − h)ϑ (hf − h) , u2 = −q03θ cos θ,

где π = 3,14159265, q01 = 1, q
0
2 = 1, q

0
3 = 1,

h0 =
h−0 + h+0
2

, ϑ (A) =

{
1, если A ≥ 0;
0, если A < 0.

Базисное решение определяли при анализе модели задачи. Важным
решением был выбор направления тяги двигателя противоположно
движению космического аппарата, поэтому к углу наклона траекто-
рии была добавлена величина π. Отметим, что базисное решение не
обеспечивает решение задачи синтеза. Космический аппарат с базис-
ным решением падает на поверхность Луны с огромной скоростью.
Значения параметров базисного решения q01 = 1, q

0
2 = 1, q

0
3 = 1 вы-

бирались без всякого содержательного смысла. В процессе синтеза
алгоритм должен скорректировать базисное решение, в том числе и
значения параметров. Алгоритм также обязательно должен был найти
и начальное направление тяги двигателя, противоположное движению
аппарата, но для этого было бы потрачено много времени.

Матрица сетевого оператора для базисного решения имеет вид

Ψ0 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 11 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Матрица базисного решения имеет размер 16 × 16 и описывает
сетевой оператор, который содержит 16 узлов, из которых 6 узлов-
источников и 2 узла-выхода. Узлы-источники связаны со следующими

переменными: узел 1 — π+θ; узел 2 — q1; узел 3 —
hf − h

h0
; узел 4 — q2;

узел 5 — θ; узел 6 — q3. Выходные узлы соответствовали компонентам
управления: узел 15 — u1; узел 16 — u2.

Вычислительный эксперимент. В вычислительном эксперимен-
те использовали следующие параметры модели: V (0) = 1689 м/с,
θ−0 = −1,65 рад, θ+0 = −1,55 рад, h−0 = 16,648 км, h+0 = 19,648 км,
ϕ (0) = 0 рад, m (0) = 940 кг, u−1 = 0 рад, u+1 = 3,14159265 рад,
u−2 = −80 кг, u−2 = +80 кг, V −f = −5м/с, V −f = +5м/с, h−f = 1,2 км,
h+f = 1,8 км, Δθ0 = 0,05 рад, Δh0 = 1,5 км, kθ = 2, kh = 2.

Для поиска решения использовали генетический алгоритм со сле-
дующими параметрами: размер начальной популяции — 256; число
поколений — 64; число скрещиваемых пар в одном поколении — 128;
число вариаций в одном решении — 8; число искомых постоянных
параметров — 3; число бит под целую часть значения параметра — 4;
число бит под дробную часть значения параметра — 12; число поколе-
ний между сменой базисного решения — 29; число элитарных решений
— 8; вероятность мутации — 0,7; параметр для скрещивания — 0.4.

В результате синтеза было получено следующее управление кос-
мическим аппаратом:

u1 =
1

q1 (π + θ)
+ ϑ

(
q2 (hf − h)

(
π + θ − (π + θ)3

)
h0

)
+
1− exp (−A)

1 + exp (−A)
;

u2 = 3
√
u1 + expB − q3θ cos θ,

где q1 = 1,50049, q2 = 13,54590, q3 = 12,96753,

A = sgn (θ cos θ) (exp (|q3θ cos θ|)− 1) + ϑ (hf − h)+

+
q2 (hf − h)

(
π + θ − (π + θ)3

)
h0

+ sgn (hf − h)
√
|hf − h| /h0,

B = exp

(
q2 (hf − h)

(
π + θ − (π + θ)3

)
ϑ (hf − h)

h0

)
+

+ exp (q3θ cos θ) + sgn (π + θ) (exp (|q1 (π + θ)|)− 1) + 1

q2
.

Матрица сетевого оператора для полученного решения имеет сле-
дующий вид:
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Ψ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 1 23 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 9 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 11 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 18 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 6 18 0 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

На рис. 2–9 приведены результаты моделирования спуска космиче-
ского аппарата на Луну с синтезированной системой управления для
начальных условий h (0) = h0 = 18,148 км., θ (0) = θ0 = −1,6 рад.

В табл. 1 приведены результаты исследования чувствительности
системы управления к изменению начальных условий. Как следует
из таблицы, при всех допустимых изменениях начальных условий си-
стема управления обеспечивает достижение терминальной области с
высокой точностью.

Для полученного решения были проведены исследования влияния
неточности измерений на выполнение терминальных условий. Пред-
полагалось, что основные компоненты состояния объекта управления
— угол наклона траектории θ и высота h измеряются с некоторой

Рис. 2. Компоненты управления u1(t) (а) и u2 (б) в зависимости от времени
спуска КА
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Рис. 3. Изменение скорости V КА
при спуске

Рис. 4. Изменение угла наклона
траектории КА при спуске

Рис. 5. Изменение высоты полета
КА при спуске

Рис. 6. Изменение угла дальности
КА при спуске

Рис. 7. Изменение массы КА при
спуске

Рис. 8. Изменение перегрузки КА
при спуске

Рис. 9. Высота полета КА в зави-
симости от времени спуска при не-
точных измерениях
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Таблица 1
Выполнение терминальных условий при различных начальных значениях

h (0), км θ (0), рад V (tf ), м/с h (tf ), км tf , с
16,648 – 1,65 5,59 1,500 270,1
18,148 – 1,65 5,52 1,500 270,9
19,648 – 1,65 5,48 1,500 271,7
16,648 – 1,6 5,2 1,500 272,7
18,148 – 1,6 5,1 1,500 273,6
19,648 – 1,6 5,2 1,500 274,5
16,648 – 1,55 5,94 1,500 275,6
18,148 – 1,55 5,1 1,500 276,7
19,648 – 1,55 5,48 1,500 277,7

погрешностью:
θε = θ + ξθ, hε = h+ ξh,

где ξθ — погрешность измерения угла наклона траектории, ξh — по-
грешность измерения высоты полета.

В результате исследования на основании моделирования было
определено, что относительные погрешности по углу наклона траек-
тории θ составляют не более 3%, а по высоте — 10%. Результаты
моделирования для данных погрешностей приведены в табл. 2.

Таблица 2
Моделирование при неточных измерениях θ и h

h (0), км θ (0), рад V (tf ), м/с h (tf ), км tf , с
18,148 – 1,6 5,78 1,615 302,2
16,648 – 1,6 5,35 1,607 300,6
19,648 – 1,6 5,50 1,612 303,0
18,148 – 1,65 5,10 1,619 301,9
16,648 – 1,65 5,34 1,615 300,9
19,648 – 1,65 5,36 1,609 302,9
18,148 – 1,55 5,02 1,612 303,1
16,648 – 1,55 5,19 1,617 302,0
19,648 – 1,55 5,11 1,611 306,0
18,148 – 1,7 5,47 1,613 302,1
18,148 – 1,5 5,49 1,624 306,4

Рис. 10. Компонента управления u1 (a) и u2 (б) в зависимости от времени спуска
при неточных измерениях
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На рис. 9–10 приведены графики изменения высоты полета и ком-
понент управления при погрешностях измерений.

Детальные исследования полученной системы управления показа-
ли, что качество управления не меняется при изменении начальной
высоты полета на 40%, угла наклона траектории на 8%, массы ап-
парата в пределах 10%, модуля скорости на 7%, номинальной тяги
двигателя на 10%.

Работа выполнена по грантам РФФИ № 11-08-00532а, № 13-08-
00523а.
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