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Развита методика оценки погрешности класса алгоритмов параметриче-
ской идентификации, допускающих структурную декомпозицию на блок-
формирователь матричной системы и блок-решатель этой системы. Ис-
следованы теоретико-вероятностные характеристики блока-формирователя
в алгоритме производящих функций при экспериментальной идентификации
коэффициентов дифференциального уравнения моментов колебательной мо-
дели продольного короткопериодического движения летательного аппарата.
Принята гипотеза о наиболее неблагоприятном распределении знаков оши-
бок регистрации экспериментальных данных. Аналитически вычислены два
первых вероятностных момента матричных ошибок, которые предопределя-
ют наследственную погрешность блока-решателя. Рекомендована регуляри-
зация процесса идентификации параллельным включением блока фильтрации.
Обсуждена отделимость этапа фильтрации экспериментальных измерений
входных-выходных процессов от этапа собственно идентификации линейной
стационарной динамической системы.
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Качество синтеза систем управления зависит от уровня инфор-
мационной достоверности моделей, что чрезвычайно актуализирует
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проблему идентификации объектов управления. Разработка вычисли-
тельных алгоритмов идентификации по необходимости сопровожда-
ется исследованиями их точностных характеристик [1, 2]. При этом
могут привлекаться такие подходы, как аналитический, алгоритмиче-
ский, имитационное моделирование [3]. Аналитическим путем изуча-
ются априорные свойства решений. Алгоритмический и имитацион-
ный подходы опираются на статистический анализ.

В настоящей работе развита методология получения гарантирую-
щих оценок погрешностей для обширного класса алгоритмов пара-
метрической идентификации, структурно декомпозируемых в двуху-
ровневую систему: первый уровень — блок формирования матричной
системы (формирователь), второй уровень — блок решения матричной
системы (решатель). С помощью аналитического аппарата нормиро-
ванных пространств [4] оценивается норма погрешности решателя,
обусловленной присутствием вариаций выходных результатов фор-
мирователя. Точностные характеристики формирователя изучены на
примере алгоритма идентификации коэффициентов дифференциаль-
ного уравнения моментов в модели продольного короткопериодиче-
ского движения летательного аппарата [5]. В основе алгоритма лежит
интегральный метод производящих функций Эрмита [6–9]. Родствен-
ные проблемы возникают и изучаются во всех без исключения задачах
прикладной математики, использующих аппарат линейной алгебры, в
частности в задачах распознавания образов [10]. Содержательное из-
ложение тематически связанных вопросов можно найти в работе [11].
Как и большинство обратных задач, задача идентификации относится
к классу некорректных [12]. Специфика таких задач вызывает необхо-
димость совершенствования методологических приемов исследования
традиционных и вновь разрабатываемых алгоритмов [13, 14].

Постановка задачи. Допустим, что структура идентифицируемой
математической модели функционально линейна по параметрам и на
этой основе некоторый алгоритм первого уровня, в дальнейшем име-
нуемый формирователем, формирует матричную систему линейных
алгебраических уравнений относительно вектора параметров X ,

AX = B, A ∈ Rn×n, B, X ∈ Rn×1,

а на втором уровне другой блок алгоритма, в дальнейшем именуемый
решателем, отыскивает X .

Пусть формирователь передает решателю точные матрицы A =
= A0 ∈ Rn×n и B = B0 ∈ Rn×1, и пусть решатель при условии не-
вырожденности матрицы A0 идеально точно находит X0 = A

−1
0 B0 —

истинное значение вектора идентифицируемых параметров. Но когда
от формирователя поступают возмущенные матрицы A = A0 + ΔA,
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B = B0 + ΔB, то идеальный решатель по уравнению (A0 + ΔA) ×
×X = B0 +ΔB выдаст возмущенное решение X = X0 +ΔX . Здесь
ΔA ∈ Rn×n и ΔB,ΔX ∈ Rn — абсолютные погрешности. Абсолютная
погрешность идентификацииΔX в определенном смысле оказывается
наследственной погрешностью решателя. Источниками нетривиально-
сти ΔA, ΔB могут являются флуктуационные составляющие в запи-
сях экспериментальных данных, а также неточности аппроксимации
математических операторов в алгоритме формирователя, в том числе
вычислительные погрешности округления.

Требуется исследовать точностные характеристики алгоритма про-
изводящих функций [6] применительно к параметрической иденти-
фикации математической модели короткопериодического продольного
движения летательного аппарата [5].

Оценивание наследственной погрешности решателя. Вычита-
нием двух матричных уравнений (A0 + ΔA)(X0 + ΔX) = B0 + ΔB
и A0X0 = B0 с невырожденной матрицей A0 получаем матричное
уравнение относительно ΔX:

ΔX = A−10 · (ΔB−ΔA ·X0 −ΔA ·ΔX). (1)

Опираясь на условие согласованности матричной и векторной норм

||A ·X|| ≤ ||A|| · ||X||, (2)

применим к (1) неравенство треугольника и получим

||ΔX|| ≤ ||A−10 || · (||ΔB||+ ||ΔA|| · ||X0||+ ||ΔA|| · ||ΔX||),
откуда

||ΔX|| · (1− ||A−10 || · ||ΔA||) ≤ ||A−1|| · (||ΔB||+ ||ΔA|| · ||X0||). (3)

Введем в рассмотрение вариации норм

δX = ||ΔX||/||X0||, δB = ||ΔB||/||B0||, δA = ||ΔA||/||A0||,
а также обозначим ν — число обусловленности, d — дискриминант
корректности, K — коэффициент усиления ошибок:

ν = ||A0|| ||A−10 ||, d = 1− ν δA, K = ν/d.

Необходима положительность дискриминанта корректности

d = 1− ν δA > 0, (4)

чтобы из (3) получить точную верхнюю оценку абсолютной погреш-
ности решения

||ΔX|| ≤ K(||X0||δA+ ||A0||−1 · ||ΔB||),
а также точную верхнюю оценку вариации решения

δX ≤ K[δA+ ||ΔB|| · (||A0|| · ||X0||)−1].
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По условию (2) имеем ||A0|| · ||X0|| ≥ ||B0||, откуда
(||A0|| · ||X0||)−1 ≤ ||B0||−1

и потому

||ΔB|| · (||A0|| · ||X0||)−1 ≤ ||ΔB|| · ||B0||−1 = δB.

Окончательно запишем точную оценку вариации погрешности ал-
горитма в виде усиленной суммы матричных вариаций, внесенных
формирователем:

δX ≤ K(δB + δA). (5)

В частности, если δA = 0, то K = ν, и тогда

δX ≤ ν δB. (6)

Видно, что 1% погрешности в формируемых матрицах может пе-
рейти в K % погрешности результата, естественно K > 1. Получен-
ная аналитическая оценка справедлива лишь при соблюдении условия
d > 0, из которого следует, что при ν = 1 и вариации δX = 10%
величина δA должна быть не более 9%, но при ν = 100 и вариации
δX = 10% величина δA должна быть не более 0,09%. Этот пример
указывает на чрезвычайную роль числа обусловленности матрицы.

Относительная методическая погрешность решателя является уси-
ленной суммой относительных погрешностей исходных матриц. По-
скольку главная часть нормы вектора определяется доминирующи-
ми компонентами вектора, то оценка δX будет объективно близ-
кой по отношению к доминирующим компонентам. Например, если
X0 = (1, 50, 20)

т и абсолютная погрешность ΔX = (0,2, 5, 2)т, то в
сферической норме ||X0|| ≈ 54, ||ΔX|| ≈ 5,4, δX ≈ 0,1, при этом от-
носительные погрешностиΔx1/x1 ≈ 0,2,Δx2/x2 ≈ 0,1,Δx3/x3 ≈ 0,1,
что отчетливо демонстрирует явление неустойчивости оценки по-
грешности меньшего параметра x1 = 1 на фоне оценок больших
параметров. Проблема идентификации малых параметров, вообще
говоря, относится к классу некорректных задач [13]. Принципиально
необходимо проводить исследование чувствительности оценок малых
параметров к влиянию разброса оценок доминирующих параметров.

В изложенном способе оценивания нормы погрешности решателя
по умолчанию принимается гипотеза о максимально неблагоприятном
распределении знаков всевозможных ошибок, так что подобные оцен-
ки являются гарантирующими, в случае супремальности — минимакс-
ными, что актуально в стохастических условиях с высоким уровнем
неопределенности.

Замечание. При любой матричной норме ‖A‖ ≥ max
1≤i≤n

|λi|, где {λ} —

спектр собственных чисел матрицы A, тогда
∥∥A−1∥∥ ≥ 1/ min

1≤i≤n
|λi|. Отсю-

да ν ≥ 1. Норма матрицы ||A||, подчиненная векторной сферической норме
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‖x‖ =
√

n∑
i=0

x2i и одновременно согласованная с ней, выражается через спек-

тральный радиус ρ (AтA) =
μmax
μmin

матрицы AтA, а именно ‖A‖ =√ρ (AтA),

где μmax, μmin — максимальное и минимальное (оба неотрицательные) соб-
ственные числа матрицы AтA.

С ростом ν — числа обусловленности матрицы A, точностные ха-
рактеристики решателя ухудшаются, что выдвигает постановку задачи
о выборе активного управления объектом идентификации, доставляю-
щем минимум ν.

Точность формирователя. Исследование точности формировате-
ля системы AX =B рассматривается на примере интегрального метода
производящих функций [6–8] применительно к задаче идентификации
трех постоянных параметров x1, x2, x3 уравнения моментов в модели
короткопериодического движения летательного аппарата [6]:

x1ϑ̈+ x2ϑ̇+ x3α = u;

x4(α̇− ϑ̇) + x5α = u.
(7)

Экспериментальными данными служат записи процессов угловой
скорости тангажа ϑ̇(t), угла атаки α(t) и отклонения руля высоты u(t)
на отрезке времени [0, T ]. В качестве производящих функций для по-
ставленной задачи используются функции Эрмита Gj(r) (j = 0, 1, 2, 3)
(рисунок) следующего вида:

G0 = e−r2/2, G1 = −re−r2/2,

G2 = (r
2 − 1)e−r2/2, G3 = −(r3 − 6r)e−r2/2;

(8)

Одно из свойств функций Эрмита состоит в том, что dGj(r)/dr =
= Gj+1(r) [9].

Графики функций Эрмита

Функция Эрмита порядка j приб-
лиженно финитная: имеется “носитель”
в виде отрезка [−rm, rm], вне которого
она монотонна и lim

r→∞
Gj (r) = 0. При

этом функции Эрмита порядков, низших
по сравнению с j, имеют аналогичные
носители, но вложенные в [−rm, rm]. В
частности, G3(rm) ≈ 10−6 при rm = 5, 6.

Согласуем T, rm, положив r = m(t−
−T/2), m = 2rm/T .

Домножим все члены дифференци-
ального уравнения моментов из модели
(7) на функцию Эрмита Gj(r(t)) поряд-
ка j и почленно проинтегрируем по t
на отрезке [0, T ]. Проблемный интеграл
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T∫
0

Gj (r(t)) ϑ̈(t)dt c недоступной функцией ϑ̈ после интегрирования

по частям сводится к интегралу с доступной функцией ϑ̇:
T∫
0

Gj (r(t)) ϑ̈(t)dt = Gj (r(t)) ϑ̇(t)
∣∣∣T
0
−m

T∫
0

Gj+1 (r(t)) ϑ̇(t)dt.

Поскольку Gj(±rm) ≈ 0, постольку Gj (r(t)) ϑ̇(t)
∣∣∣T
0
≈ 0, так что

T∫
0

Gj (r(t)) ϑ̈(t)dt ≈ −m

T∫
0

Gj+1 (r(t)) ϑ̇(t)dt.

Вместо дифференциального уравнения моментов получим инте-
гральную модель в форме алгебраического уравнения

−m
〈
ϑ̇, Gj+1

〉
x1 +

〈
ϑ̇, Gj

〉
x2 + 〈α,Gj〉x3 = 〈u,Gj〉 ,

где 〈p, q〉 =
T∫
0

p(t)q (r(t)) dt.

Последовательно повторив данную процедуру с Gj(r) (j = 0, 1, 2),
в итоге получим матричное уравнение AX =B, где

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
−m
〈
ϑ̇, G1

〉 〈
ϑ̇, G0

〉
〈α,G0〉

−m
〈
ϑ̇, G2

〉 〈
ϑ̇, G1

〉
〈α,G1〉

−m
〈
ϑ̇, G3

〉 〈
ϑ̇, G2

〉
〈α,G2〉

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

B =

⎛⎝ 〈u,G0〉
〈u,G1〉
〈u,G2〉

⎞⎠ , X =

⎛⎝ x1
x2
x3

⎞⎠ .

Помехи измерительного тракта моделируются аддитивным нало-
жением случайных процессов:

˜̇
ϑ(t) = ϑ̇(t) + ξ1(t), α̃(t) = α(t) + ξ2(t), ũ(t) = u(t) + ξ3(t).

Здесь ξi(t), i = 1, 2, 3, — независимые между собой, а также от из-
меряемых процессов центрированные помехи типа гауссовых белых
шумов с известными первыми двумя моментами

M [ξi(t)] = 0, M [ξi(t)ξj(τ)] =

{
0 при i 	= j;
Dξiδ(t− τ) при i = j.
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Тогда формирователь выдаст матричные возмущения

ΔA =

⎛⎜⎝ −m 〈ξ1, G1〉 〈ξ1, G0〉 〈ξ2, G0〉
−m 〈ξ1, G2〉 〈ξ1, G1〉 〈ξ2, G1〉
−m 〈ξ1, G3〉 〈ξ1, G2〉 〈ξ2, G2〉

⎞⎟⎠,

ΔB =

⎛⎝ 〈ξ3, G0〉
〈ξ3, G1〉
〈ξ3, G2〉

⎞⎠.

(9)

Вычисляя математические ожидания для ΔA, ΔB, учтем

M [〈ξi, Gj〉] = 〈M [ξi], Gj〉 = 0,
и получим статистическую несмещенность матричных возмуще-
ний (9):

M [ΔA] = 0, M [ΔB] = 0.

Вычислим теперь дисперсию матричных возмущений (9), она будет
отражать степень разброса ошибок:

D [〈ξi, Gj〉] =M
[
(〈ξi, Gj〉 −M [〈ξi, Gj〉])2

]
=M

[
(〈ξi, Gj〉)2

]
=

=M

⎡⎣⎛⎝ T∫
0

ξi(t) ·Gj (r(t)) dt

⎞⎠ ·
⎛⎝ T∫
0

ξi(t) ·Gj (r(t)) dt

⎞⎠⎤⎦ =
=M

⎡⎣ T∫
0

Gj (r(t)) ·
⎛⎝ T∫
0

ξi(t) · ξi(t) ·Gj (r(t)) dτ

⎞⎠ dt

⎤⎦ =
=

T∫
0

Gj (r(t)) ·
⎛⎝ T∫
0

M [ξi(t) · ξi(t)] ·Gj (r(t)) dτ

⎞⎠ dt =

=

T∫
0

Gj (r(t))

⎛⎝ T∫
0

Dξiδ(t− τ)Gj (r(t)) dτ

⎞⎠ dt =Dξi

T∫
0

(Gj (r(t)))
2
dt.

Для вычисления интеграла

T∫
0

(Gj (r(t)))
2
dt заменим t на r =

= m(t− T/2) и найдем
T∫
0

(Gj (r(t)))
2
dt =

1

m

rm∫
−rm

(Gj (r))
2
dr ≈ 1

m

+∞∫
−∞

(Gj (r))
2
dr.

Подставив вместо Gj(r) их формулы (8), получим, что интегри-
рование по частям будет сведено к вычислению интеграла Пуассона
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+∞∫
−∞

e−x2dx =
√
π;

+∞∫
−∞

x2ne−x2dx =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n
·√π, n = 1, 2, 3, . . .;

+∞∫
−∞

x2n+1e−x2dx =0.

Приведем получившиеся числовые значения
+∞∫
−∞

(Gj (r))
2
dx = Aj

√
π,

где A0 = 1, A1 =
1

2
, A2 =

3

4
, A3 =

87

8
.

Результаты представлены матрицами дисперсий элементовΔA,ΔB

DΔA =

√
π

m

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Dξ1 ·

m2

2
Dξ1 Dξ2

Dξ1 ·
3m2

4
Dξ1 ·

1

2
Dξ2 ·

1

2

Dξ1 ·
87m2

8
Dξ1 ·

3

4
Dξ2 ·

3

4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

DΔB =

√
π

m

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Dξ3

Dξ3 ·
1

2

Dξ3 ·
3

4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(10)

По найденным матрицам дисперсий (10) можно прогнозировать
априорные вероятностные границы разброса ошибок идентификации,
привлекая формулы (5) и (6).

Обсуждение результатов. На примере матричного алгоритма
идентификации динамических параметров модели (7) продемонстри-
рована конструктивность методологии получения априорных гаран-
тирующих оценок погрешности решения в матричных алгоритмах,
представляемых двухуровневой структурой формирователь–решатель.
Можно сделать обобщающий вывод о стратегии исследований:

а) указать способы минимизации вариаций δA, δB и, следова-
тельно, минимизировать элементы дисперсионных матриц DΔA, DΔB
из (10);

б) указать способы минимизации числа обусловленности матри-
цы A.

Заключение. О минимизации вариаций δA, δB. В задачах иден-
тификации приходится обращаться к первичной обработке экперимен-
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тальных данных, в частности фильтровать и сглаживать зашумленные
выходные процессы датчиков первичной информации. Очищение сиг-
налов входа-выхода идентифицируемого линейного объекта от нало-
женных высокочастотных флуктуационных помех (с частотами выше
ω, с−1) возможно посредством пропускания этих сигналов через иден-

тичные фильтры с передаточной функцией
1

τS + 1
(τ ≈ ω−1). Наря-

ду с блоками “формирователь” и “решатель” в структуру матричного
алгоритма вводится блок “регуляризатор” с параметром τ . Коррект-
ность подобной регуляризации при идентификации асимптотически
устойчивых объектов подтверждена математическим анализом и вы-
числительным экспериментом [14] и трактуется как разделение этапов
фильтрации и идентификации.

О минимизации числа обусловленности матрицы A. Малость
числа ν = ||A0|| · ||A−10 || на специальных режимах движения иденти-
фицируемого объекта — это задача планирования эксперимента. Дан-
ному вопросу должно быть уделено особое внимание. Проводившееся
имитационное моделирование показало, что в зависимости от числа
обусловленности, а оно на различных участках выборки исходных дан-
ных может широко изменяться от 10 до 107 и более, наследственная
погрешность оценивания коэффициентов модели (7) адекватно про-
порциональна числу обусловленности. При скачкообразном входном
сигнале число обусловленности будет наименьшим на участке, соот-
ветствующем полному переходному процессу по координатам ϑ̇ и α.
Эти наблюдения подтверждают необходимость планирования экспери-
мента с учетом критерия максимума математической обусловленности
проблемы обработки экспериментальных данных.

О единстве стратегических задач. Единство их выражается в
форме неравенства (4) для знака дискриминанта корректности.

Дополнительные соображения. Численное воплощение конкрет-
ного алгоритма должно сопровождаться анализом распространения
вычислительных погрешностей. Следует также считаться с присут-
ствием малых параметров математической модели на фоне доминиру-
ющих, например демпфирующего коэффициента mωz

z в модели корот-
копериодического движения маневренного летательного аппарата [5],
устойчивость оценки которого низкая, и не только по причине исполь-
зования off-line метода идентификации, но и on-line метода, такого как
адаптивный, описанный в работе [13].
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