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Рассмотрены методы расчета плотности распределения вероятности сигна-
ла ошибки в непрерывных и дискретных системах синхронизации при наличии
помехи. Приведены уравнение, определяющее плотность распределения вероят-
ностей для непрерывной фазовой автоподстройки, и его решение при наличии
прицельной помехи. При этих же условиях показано получение плотности рас-
пределения вероятностей сигнала ошибки приближенным методом Галеркина
в случае дискретной фазовой автоподстройки. При расчетах использовался
синусоидальный вид нелинейности характеристики фазового дискриминатора
как для случая непрерывной фазовой автоподстройки, так и для дискретной.
Получены графики плотностей распределения вероятностей сигнала рассогла-
сования для непрерывной и дискретной фазовой автоподстройки и проведен
их сравнительный анализ. Сделан вывод о воздействии прицельной помехи на
систему непрерывной и дискретной фазовой автоподстройки при которой бра-
лись для сравнения различные значения отношения сигнал/шум, и отношения
помеха/сигнал.
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Methods for calculation of the probability distribution density of an error signal
in the continuous and discrete synchronization systems in the presence of jamming
are considered. An equation defining the probability distribution density for the
continuous phase-locked loop and its solution in the presence of jamming are given.
For the same conditions, determination of the probability distribution density of an
error signal using the approximate Galerkin method for the case of the discrete phase-
locked loop is shown. The sinusoidal form of nonlinearity of the phase discriminator
characteristic was used in calculations for both continuous and discrete phase-locked
loops. Plots of the probability distribution densities of the error signal are constructed
for the continuous and discrete phase-locked loops and their comparative analysis is
performed. A conclusion is drawn on the impact of jamming upon the system of the
continuous and discrete phase-locked loops, when different values of the signal-to-
noise ratio and jam-to-signal ratio were taken for comparison.
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Внедрение спутниковых радионавигационных [1, 2] и радиосвяз-
ных [3] систем, а также появление ортогональных систем с частот-
ным уплотнением типа OFDM [4, 5] породили повышенный интерес
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к системам синхронизации и к их точности [6–8]. Все эти системы
работают в условиях воздействия помех [7, 9, 10].

В настоящей статье проведен анализ плотности распределения ве-
роятностей для непрерывных и дискретных схем фазовой автопод-
стройки (ФАП). Впервые выполнен сравнительный анализ результа-
тов расчета для непрерывной и для дискретной ФАП, а также доказана
адекватность модели дискретной системы.

Анализ ПРВ сигнала рассогласования в непрерывном режиме.
Рассмотрим решение уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова (ФПК)

∂W

∂t
=

∂

∂x
[h (x)W (x, t)] +

1

r

∂2W (x, t)

∂x2
, (1)

где x — фазовое рассогласование колебаний сигнала и управляемо-
го генератора в системе синхронизации; r — отношение сигнал/шум
(ОСШ) на выходе системы синхронизации;W (x) — плотность распре-
деления вероятности (ПРВ) сигнала рассогласования; h (x) = g (x)−β
(β — относительное значение частотного рассогласования указанных
колебаний, g (x) — дискриминационная характеристика фазового де-
тектора g (x+ 2π) = g (x), |g (x)| ≤ 1).

До сих пор не найдено аналитическое решение уравнения ФПК (1),
в общем нестационарном случае, поэтому большинство исследований
было направленно на анализ стационарного решения уравнения (1)
при ∂W/∂t = 0 как точного [11, 12], так и приближенного [8, 9].

Точное решение в стационарном режиме было получено В.И. Ти-
хоновым [11] и Р.Л. Стратоновичем [12] и определяется формулой
Тихонова–Стратоновича

W (x) = A (υ, r) eυx+cosx
x+2π∫
x

e−υy+r cos ydy, (2)

где A−1 (υ, r) =

π∫
−π

e−υx+r cosx
x+2π∫
x

e−υy−r cos ydydx = 4π2e−πυ |Iiυ (r)|2;

Iiυ (r) — модифицированная функция Бесселя мнимого порядка,
υ = βr.

Позднее на основе (2) в работе [13] была получена формула для
W (x) в виде функционального ряда [13, 14]

W (x) =
1

2πRΣ
er cosx

[
I0 (r)+

+ 2υ
∞∑
n=1

(−1)n I2n (r)

n2 + υ2
(υ cosnx− n sinnx)

]
, (3)
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где RΣ = I20 (r) + 2υ
2

∞∑
n=1

(−1)n I2n (r)

n2 + υ2
; In (r) — модифицированная

функция Бесселя n-го порядка.
Из сравнения формул (2) и (3) следует очевидное преимущество

(3), тем более что ряд (3), как будет показано далее, быстро сходится.
Вычисление статистических характеристик дискретной ФАП

методом Галеркина. Рассмотрим приближенный метод вычисления
ПРВ W (x) на основе метода Галеркина [15, 16].

Пусть

W (x) ≈ WN(x), WN(x) =
N∑
n=0

cn(N)ψn(x),

где {ψn(x)} (n = 0, 1, 2, . . .) — полная система ортогональных на ин-
тервале (−π, π) функций.

Коэффициенты cn(N) (n = 0, N) должны определяться из решения
системы линейных уравнений [9]

N∑
n=0

(αmn/γm)cn(N) = cm(N); m = 0, N, (4)

где γm =

π∫
−π

ψ2m(x)dx, αmn = (lm(z), ψn(z)).

Возьмем в качестве системы ортогональных функций {ψm(x)}
систему тригонометрических функций {ψm(x)} = {1; sin x; cos x;
sin 2x; cos 2x . . .}. В этом случае

ψi(x) =

{
cosmx при i четном;
sinmx при i нечетном;

m =

{
i/2 при i четном;
(i+ 1)/2 при i нечетном;

γm =

{
2π при m = 0;
π при m �= 0.

Вычислим скалярное произведение lm(z) = (q(z), ψm) на всей чи-
словой оси значений x ∈ (−∞;∞), т.е.

lm (z) =

∞∫
−∞

q (x | z)ψm (x) dx,

где q (x | z) — переходная ПРВ, приведенная к интервалу (−π; π).
Тогда

lm (z) =

{
e−m

2σ2/2 cos (m [z − T0 (sin z − β)]) при i четном;

e−m
2σ2/2 sin (m [z − T0 (sin z − β)]) при i нечетном,

где T0 — нормированное время дискретизации.
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Далее вычислим коэффициенты αij . Воспользуемся соотношения-
ми из работы [17]

π∫
0

sin(z sin(x)) sinnx dx = [1− (−1)n] π
2
Jn(z);

π∫
0

cos(z sin(x)) cosnx dx = [1 + (−1)n] π
2
Jn(z).

Тогда

αij =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

πA [Jm−n (mT0) + Jm+n (mT0)] при i, j четных;
πA [Jm−n (mT0)− Jm+n (mT0)] при i, j нечетных;
πB [Jm−n (mT0) + Jm+n (mT0)] при i нечетном, j четном;
πB [Jm+n (mT0)− Jm−n (mT0)] при i четном, j нечетном,

где A = e−m
2σ2/2 cos(mT0β); B = e−m

2σ2/2 sin(mT0β); Jk(z) — функция
Бесселя первого рода порядка k. Очевидно, что

α0n =

{
0 при n �= 0;
2π при n = 0;

αm0 =

{
2πAJm (mT0) при i четном;
2πAJm (mT0) при i нечетном.

Из условия нормировки ПРВ определяем
π∫

−π
WN (x) dx =

π∫
−π

c0 (N) dx = 2πc0 (N) = 1,

отсюда следует c0 (N) = 1/(2π).
Запишем m-ю строку cm системы в форме [9]

cm (N) = (αm1/γm) c1 (N)+ . . .+(αmN/γm) cN (N)+(α0m/γm) c0 (N) ,

где m = 0, N . При m = 0 приходим к тождеству, поэтому система
уравнений содержит N строк (m = 1, N) и может быть представлена
в матричном виде:

[I−A]C∗N = β∗N ,

где I — единичная матрица размером N × N ; A — матрица с эле-
ментами αmn/γm = αmn/π, m,n = 1, N ; C∗N = [c1 (N) , . . . , cN (N)]

т

— вектор; β∗N = [β1, β2, . . . , βN ]
т — вектор; βm = (αm0/γm) c0 (N) =

= αm0/2π
2.

Точное значение ПРВ находим в форме предельного соотношения

W (x)′ = lim
N→∞

WN (x) ,

тогда

W (x) =
N∑
n=0

cn(N)ψn(x) =
1

2π
+
∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sin x), (5)

где An, Bn — расчетные коэффициенты.
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Расчет ПРВ по формулам (3) и (5) при T0 = 1T0 = 1T0 = 1 (а, б), 0,25 (в), 0,1 (г); β = 0β = 0β = 0 (а); 0,4
(в–г)

На рисунке приведены ПРВ сигнала рассогласования ФАП, рас-
считанные по формулам (3) и (5). Кривые 1, 5 получены при r = 0,5;
кривые 2, 6 — при r = 1; кривые 3, 7 — при r = 1,5; кривые 4, 8 —
при r = 2. Кривые 1–4 рассчитаны по формуле (3), кривые 5–8 — по
формуле (5).

Заключение. Результаты сравнительного анализа ПРВ сигнала
ошибки для непрерывных и дискретных ФАП показывают, что при
нулевой начальной расстройке даже при нормированном интервале
дискретизации T0 = 1 расхождения ПРВ в указанных двух случа-
ях несущественна (рисунок, а). При том же интервале дискретизации
(T0 = 1), но при ненулевой начальной расстройке (β = 0,4) (рису-
нок, б) наблюдаются существенные расхождения, которые уменьшают-
ся с уменьшением интервала дискретизации (рисунок, в), (T0 = 0,25),
и накладываются друг на друга при T0 = 0,1 (рисунок, г).
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