
ЛАЗЕРНЫЕ И ОПТИКО-ЭЛЕКТРОННЫЕ
СИСТЕМЫ

УДК 621.378:551.508
М. Л. Б е л о в, Л. Н. Е р е м е н к о,
В. И. К о з и н ц е в, Ю. В. Ф е д о т о в

МЕТОД БАЙЕСОВСКИХ ОЦЕНОК
В ЗАДАЧЕ ЛАЗЕРНОГО ГАЗОАНАЛИЗА

Рассмотрена задача определения концентраций газов из многоспек-
тральных лазерных измерений. Описаны процедуры обработки сиг-
налов, основанные на методе байесовских оценок решения системы
уравнений лазерного газоанализа. Показано, что использование ме-
тода байесовских оценок решения обеспечивает достаточно низ-
кий уровень ошибок определения концентраций газов даже при зна-
чительном шуме измерения и искаженной матрице коэффициентов
поглощения.

Лазерные методы являются наиболее перспективными для опера-
тивного дистанционного и локального газоанализа [1]. Одной из про-
блем, возникающих при использовании лазерных методов, является
необходимость применения специальных алгоритмов обработки для
определения концентраций газов при многокомпонентном (с числом
компонент в газовой смеси более пяти) газоанализе [2–5].
Для решения задачи определения концентраций газов в многоком-

понентных смесях может быть эффективно использован метод регуля-
ризации Тихонова с применением различных способов (как детерми-
нистических, так и статистических) выбора параметра регуляризации
или метод поиска квазирешений (см., например, [6]). Однако оба ме-
тода имеют недостатки.
1. Метод регуляризации Тихонова при решении системы линейных

алгебраических уравнений лазерного газоанализа для малокомпонент-
ной (с числом компонент менее пяти) смеси дает ошибки при опре-
делении концентраций газов, как правило, существенно большие, чем
соответствующие ошибки при использовании стандартных методов
решения системы линейных алгебраических уравнений.
2. Метод поиска квазирешений свободен от указанного недостат-

ка. Однако он требует большого объема вычислений даже при таком
эффективном методе подбора решений, как генетический метод (см.,
например, [6]).
Настоящая статья посвящена перспективному для задач газоана-

лиза (и свободному от указанных недостатков) методу, основанному
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на построении байесовской оценки решения. Описана процедура по-
строения байесовской оценки для задачи определения концентраций
газовых компонент по многоспектральным лазерным измерениям и
приведены результаты математического моделирования определения
концентраций газовых компонент данным методом.
Задача нахождения концентраций газов по результатам многоспек-

тральных (дистанционных или локальных) лазерных измерений для
узкополосного лазерного источника обычно сводится к решению си-
стемы линейных алгебраических уравнений вида [5, 6] (если ширина
лазерных линий излучения много меньше ширины линий поглощения
анализируемых газов):⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Ka(λ1) +
K∑
j

NjKj(λ1) = y(λ1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ka(λM) +
K∑
j

NjKj(λM) = y(λM),

(1)

где y(λi) — приведенный измеряемый сигнал на длине волны λi (на-

пример, для оптико-акустического газоанализатора y(λi) =
U(λi)

P0(λi)k
,

где U(λi) — сигнал, измеряемый оптико-акустическим детектором;
P0(λi) — мощность излучения лазера; k — чувствительность оптико-
акустического детектора); Ka(λi) — коэффициент неселективного (фо-
нового) поглощения на длине волны λi; Kj(λi) — коэффициент по-
глощения j-й газовой компоненты смеси на длине волны λi; Nj —
концентрация j-й газовой компоненты смеси; М — число спектраль-
ных каналов; K — полное число газовых компонент в анализируемой
смеси.
Неизвестными величинами в системе уравнений (1) являются Nj

и Ka(λi).
В матричной форме систему уравнений (1) можно представить в

виде [6]:
W�x = �ka +K�n = �y, (2)

гдеW — матрица системы (1) размера M ×M ; �x — M -мерный иско-
мый вектор (K компонент этого вектора соответствуют концентрациям
газов); �ka(λi) —M -мерный вектор коэффициентов неселективного по-
глощения; K — матрица коэффициентов поглощения компонент газо-
вой смеси размерностьюM ×K; �n — K-мерный вектор концентраций
газов; �y — M -мерный вектор правых частей системы уравнений (1).
Величины Ka(λi) слабо зависят от длины волны. Поэтому обычно

для устранения влияния неселективного поглощения используют ре-
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жим дифференциального поглощения и считают, что если спектраль-
ные каналы измерений выбраны попарно достаточно близко, то для
каждой пары каналов коэффициенты Ka можно положить равными
константе. В этом случае из М спектральных каналов, необходимых
для контроля газовой смеси, информация М /2 каналов требуется для
определения коэффициентов Ka. Вычитая уравнения для каждой пары
друг из друга, приходим к следующему матричному уравнению [6]:

ΔK · �n = Δ�y, (3)

где Δ�y — K-мерный вектор с разностями приведенных сигналов
Δyi = Δy(λi) = y(λ2i−1) − y(λ2i); ΔK — матрица размера
K ×K с разностями коэффициентов поглощения ΔKji = ΔKj(λi) =
= Kj(λ2i−1)−Kj(λ2i).
Трудность решения системы уравнений (3) заключается в том, что

правая часть уравнения всегда известна со случайной ошибкой, обу-
словленной погрешностями измерения, шумами аппаратуры и т.п.
Таким образом, в уравнении (3) вместо Δ�y имеем

Δ�̃y = Δ�y + �ξ, (4)

где �ξ — K-мерный вектор шума (погрешностей измерения �y).
Возможны также ошибки в значениях коэффициентов поглощения

газов, приводящие к искажению матрицы ΔK.
В этих условиях попытки непосредственно обратить систему урав-

нений (3) приводят к тому, что найденный обратный оператор не
обладает свойством устойчивости и малые вариации данных изме-
рений приводят к большим вариациям искомых величин. Выходом из
этой ситуации является привнесение в процедуру обработки сигна-
лов дополнительной априорной информации об искомых функциях и
построение оценок решений [7, 8].
Формально оценку �̃n вектора �n можно представить в виде

�̃n = T (Δ�̃y),

где T — оператор, возможно нелинейный, определенный на простран-
стве векторов измерений.
Точность построенной оценки характеризуется вектором

�ε(T ) = �̃n− �n,

определяющим величину ошибки оценивания.
Существующие методы построения оценок можно разделить на

два класса [7]. К первому классу относятся методы, для которых ха-
рактерно использование так называемой функции потерь. Оценки, по-
лученные этими методами, минимизируют (в определенном смысле)
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принятую функцию потерь. Второй класс объединяет методы, исполь-
зующие известную формулу Байеса, и оценки, полученные этими ме-
тодами, максимизируют апостериорную плотность вероятности.
При построении оценок на основе минимизации функции потерь

для характеристики качества построенной оценки вводят так называ-
емую функцию потерь Π(�n, �̃n).
Вектор измеряемых сигналов Δ�̃y является случайным, поэтому

оценка �̃n, а следовательно, и значение функции потерь будут случай-
ными величинами. Мерой качества построенной оценки может слу-
жить усредненное значение потерь. Вводится понятие среднего рис-
ка [7]:

Rср(T ) =

∫
p(�n)

∫
Π(�n, �̃n)p(Δ�̃y |�n)dΔ�̃yd�n, (5)

где p(�n) — априорная плотность вероятности оцениваемого вектора �n;
p(Δ�̃y |�n) — плотность вероятности вектора измерения Δ�̃y при фикси-
рованном векторе �n.
Оценка, доставляющая минимум среднему риску, называется бай-

есовской оценкой.
Большую роль при построении байесовских оценок играет так на-

зываемая апостериорная плотность вероятности p(�n
∣∣∣Δ�̃y ) оценивае-

мого вектора �n. Она определяет вероятность появления вектора �n при
фиксированном векторе измерений Δ�̃y. Из формулы Байеса (см., на-
пример, [9]) следует

p(�n
∣∣∣Δ�̃y ) = p(Δ�̃y |�n)p(�n)

p(Δ�̃y)
,

где p(Δ�̃y) — априорная плотность вероятности вектора Δ�̃y.
Тогда для Rср(T ) имеем

Rср(T ) =

∫
p(Δ�̃y)

∫
Π(�n, �̃n)p(�n

∣∣∣Δ�̃y )dΔ�̃yd�n. (6)

Минимум Rср(T ) можно найти из выражения (6), минимизируя
внутренний интеграл, так как только он зависит от алгоритма постро-
ения оценки решения.
Если априорное распределение p(�n) задано, но нельзя задать функ-

цию потерь или отдать предпочтение какой-либо из них, то оценка
решения определяется из условия максимума апостериорной плотно-

сти вероятности p(�n
∣∣∣Δ�̃y ). Если апостериорная плотность вероятности

p(�n
∣∣∣Δ�̃y ) унимодальна и симметрична, то полученная (из условия мак-

симума апостериорной плотности вероятности) оценка одновременно
является байесовской оценкой.
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Построение байесовской оценки для K-мерного вектора концен-
траций газов �n будем проводить при следующих предположениях.
1. Шум измерения �ξ подчиняется нормальному распределению,

некоррелирован с Δ�̃y и имеет нулевое среднее значение и корреляци-
онную матрицу Vξ .
2. Априорное распределение искомого вектора �n также является

нормальным со средним значением �n0 и корреляционной матрицейN0.
3. Матрицы Vξ и N0 обратимы.
При сделанных предположениях показано [7], что апостериорное

распределение p(�n
∣∣∣Δ�̃y ) также является нормальным и байесовская

оценка �nБ вектора �n совпадает с оценкой, определяемой из максимума
апостериорной плотности вероятности, и находится из следующего
уравнения:

(N−10 +ΔK
тV−1ξ ΔK)�nБ = ΔK

тV −1ξ Δ�̃y +N−10 �n0. (7)

Здесь верхний индекс ”т” означает транспонирование матрицы,
верхний индекс “–1” — обратную матрицу.
Матрица системы уравнений (7) размера K × K положительно

определена, и поэтому для любого вектора Δ�̃y существует единствен-
ная байесовская оценка �nБ [7]. Уравнение (7) может быть получено и
как первый шаг алгоритма калмановской фильтрации [7].
Отметим, что устойчивость полученного решения достигается су-

жением класса возможных решений и это сужение основывается на
априорной информации об искомом решении. Однако в отличие от ме-
тода регуляризации Тихонова форма введения априорной информации
здесь иная (задается априорное нормальное распределение искомого
решения и его первые два момента).
Для проверки работоспособности метода байесовских оценок в

задаче газоанализа и оценки точности определения этим методом кон-
центраций газовых компонент проводилось математическое модели-
рование для газовых смесей с числом компонент от трех до шести.
Математическое моделирование проводилось по замкнутой схеме.

По заданным значениям концентраций газов и коэффициентов погло-
щения рассчитывались приведенные измеряемые сигналы — правые
части системы уравнений (1). Полученные значения искажались слу-
чайными числами для имитации шума измерения.Шум моделировался
случайным процессом с нормальным законом распределения, нулевым
средним значением и заданной дисперсией. Полученные случайные
значения сигналов использовались для определения концентраций га-
зов по “данным измерений”. При математическом моделировании кор-
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реляционные матрицы Vξ и N0 задавались в следующем виде [7]:

Vξ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ21ξ 0 . . . 0
0 σ22ξ . . . 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 . . . σ2Kξ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

σ2iξ — дисперсия шума измерения в i-м спектральном канале;

N0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ21n 0 . . . 0
0 σ22n . . . 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 0 . . . σ2Kn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

σ2in — дисперсия случайных изменений вектора �n.

Результаты математического моделирования приведены на рис. 1, 2.

Рис. 1. Определение концентраций газовых компонент трехкомпонентной (а) и
шестикомпонентной (б) смеси

Рис. 2. Определение концентрации этилена (а) и углекислого газа (б) в шести-
компонентной смеси
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На рис. 1, а приведены результаты определения концентраций га-
зовых компонент в трехкомпонентной смеси этилен-метанол-этанол
в случае относительного среднеквадратического значения шума из-
мерения 3 % (шум измерения одинаков во всех спектральных кана-
лах) и при неискаженной матрице коэффициентов поглощения газов
(отсутствие ошибок в значениях коэффициентов поглощения газов,
используемых при определении концентраций компонент из данных
измерений). На рис. 1 обозначено: I — этилен, II — метанол, III —
этанол; 1 — действительное (заданное при математическом модели-
ровании) значение концентрации газа, 2 — значение концентрации,
определенное из матричного уравнения (3), 3 — значение байесовской
оценки концентрации, определенное из уравнения (7). Принималось,
что относительное среднеквадратическое значение случайных измене-
ний концентраций для всех компонент смеси равно 100%, а средние
значения концентраций компонент отличаются от действительных на
50. . . 100%.
На рис. 1, б приведены результаты определения концентраций га-

зовых компонент в шестикомпонентной смеси этилен-углекислый газ-
аммиак-метанол-этанол-изопропанол в случае относительного средне-
квадратического значения шума измерения 10% и при неискаженной
матрице коэффициентов поглощения газов (отсутствие ошибок в зна-
чениях коэффициентов поглощения газов, используемых при опреде-
лении концентраций компонент их данных измерений). На рис. 1, б
представлены концентрации аммиака (III), метанола (IV), этанола (V),
изопропанола (VI). Принималось, что относительное среднеквадрати-
ческое значение случайных изменений концентраций для всех компо-
нент смеси равно 100%, а средние значения концентраций компонент
отличаются от действительных на 50. . . 100%. Обозначения столбцов
на рис. 1, б те же, что и на рис. 1, а.
На рис. 2 приведены результаты определения концентраций эти-

лена (а) и углекислого газа (б) в шестикомпонентной смеси этилен-
углекислый газ-аммиак-метанол-этанол-изопропанол в случае средне-
квадратического значения шума измерения 3% и искаженной матри-
цы коэффициентов поглощения газов (считалось, что из-за ошибок в
значениях коэффициентов поглощения газов один из элементов ма-
трицы ΔK меньше действительного на 5% и эта искаженная матрица
использовалась для определения концентраций компонент из данных
измерений). Обозначения столбцов на рис. 3 те же, что и на рис. 1, а.
Из рисунков хорошо видно, что метод байесовских оценок позво-

ляет с приемлемой точностью определять концентрации газов как в
малокомпонентных, так и в многокомпонентных смесях в условиях
больших ошибок измерения и искаженной матрицы коэффициентов
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поглощения газов. Хуже всех определена концентрация углекислого
газа (порядка 50%), однако метод регуляризации Тихонова и метод
квазирешений вообще не позволяют определить концентрацию угле-
кислого газа в такой смеси [6].
Таким образом, в статье описаны процедуры обработки сигналов,

основанные на методе байесовских оценок решения системы уравне-
ний лазерного газоанализа. Показано, что использование метода бай-
есовских оценок решения обеспечивает достаточно низкий уровень
ошибок определения концентраций газов даже при значительном шу-
ме измерения и искаженной матрице коэффициентов поглощения.
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КОНСТРУИРОВАНИЕ И ТЕХНОЛОГИЯ

УДК 621.88-192
Ф э н Л э й, Б. В. Б у к е т к и н,
А. Н. Ч е к а н о в

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЧНОСТИ
БЕССВИНЦОВЫХ ПРИПОЕВ

Рассмотрены основы расчетов механических параметров паяных
соединений. Описана методика проведения эксперимента на растя-
жение. На основе экспериментальных данных исследовано влияние
температуры пайки на предел прочности при растяжении паяных
соединений.

С 1 июля 2006 г. свинец запрещен к использованию при производ-
стве РЭА в ЕС, поэтому переход на бессвинцовую технологию пайки
является главной проблемой изготовителей, которые направляют ис-
следования на поиск оптимальных материалов для производства РЭА
и соответствующей технологии.
Прочность паяных соединений при растяжении является одним из

важных свойств используемых припоев.
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