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РАССЕЯНИЕ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ НА
НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ СО СЛОЖНОЙ
ЛОКАЛЬНОЙ ИНДИКАТРИСОЙ ОТРАЖЕНИЯ
В ТУРБУЛЕНТНОЙ АТМОСФЕРЕ

Рассмотрена задача рассеяния лазерного пучка на неровной поверх-
ности в турбулентной атмосфере. В случае, когда локальная инди-
катриса отражения поверхности имеет ламбертовскую и зеркаль-
ную компоненты, а высоты и наклоны поверхности распределены
по нормальному закону, получена аналитическая формула для сред-
ней мощности, регистрируемой приемником. Показано, что прини-
маемая мощность сильно зависит от турбулентности атмосферы
и вида локальной индикатрисы отражения поверхности.

В большинстве работ, посвященных рассеянию лазерных пучков
на неровных поверхностях, поверхность считается идеально отража-
ющей, т.е. имеющей зеркальную индикатрису отражения локальных
участков, а влияние земной атмосферы не учитывается [1–5]. Далее на
основе волнового подхода будет рассмотрена задача рассеяния лазер-
ного пучка в турбулентной земной атмосфере на случайно-неровной
поверхности с локальной индикатрисой отражения, имеющей как зер-
кальную, так и ламбертовскую компоненты.

Пусть случайно неровная (в среднем плоская) поверхность S об-
лучается в турбулентной атмосфере узким лазерным пучком. Счита-
ем, что источник излучения и приемник в общем случае разнесены
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в пространстве. Пренебрежем затенениями одних элементов поверх-
ности другими. Будем считать, что длина волны излучения источника
лежит в оптическом диапазоне и крупномасштабная поверхность S

имеет микроструктуру (микрошероховатости, неоднородности и т.п.),
так что достаточно малые (но много большие длины волны λ) ло-
кально плоские участки поверхности S характеризуются известной
индикатрисой отражения. Считаем, что среда плавно неоднородная
(ее свойства мало меняются на длине волны λ).

Рассмотрим небольшой локально плоский участок dS крупномас-
штабной поверхности S. Пусть uотр(�r) — отраженное поле на этом
участке. Дополним этот участок до плоскости и положим uотр(�r) = 0

вне этого участка. Тогда, считая, что точка наблюдения �rп находится в
волновой зоне поверхности, для отраженного поля в точке �rп (точке,
где расположен приемник излучения) имеем [6–9]

uотр(�rп) =
1

2πi
uотр(�r)v(�r, �rп)(�n(�r)�qп(�r))dS, (1)

где �qп(�r) = −k∇(|�r − �rп|); ∇ =�i ∂
∂x
+�j

∂

∂y
+�k

∂

∂z
; k =

2π

λ
— волновое

число; �n(�r) — единичный вектор нормали к поверхности S в точке �r;
v(�r, �rп) — поле точечного источника в турбулентной атмосфере (функ-
ция Грина волнового уравнения).

Используя формулу Дебая в параксиальном приближении [10] для
нахождения поля u(�Rф) в плоскости фотодетектора (за приемной лин-
зой) и умножая u(�Rф) на u∗(�Rф), получим

u(�Rф)u
∗(�Rф) =

1

(2π)2
uотр(�r)u

∗
отр(�r

′)×

×uп(�r, �Rф)u
∗
п(�r

′, �Rф)(�n(�r)�qп(�r ))(�n(�r
′)�qп(�r

′))dSdS ′,

(2)

где

uп(�r, �Rф)=
i exp(−ikf ′)

λf ′

∫
Sп

v(�r, �rп) exp

{
ik

f ′

[(
F−R2

2f ′

)
Δф+�Rф

�R
]}

d�R;

�Rф — вектор в плоскости фотодетектора; �R — вектор в плоскости
приемной апертуры; f ′, Δф — фокусное расстояние приемной линзы и
смещение плоскости наблюдения относительно фокальной плоскости
линзы; Sп — приемная апертура.

Далее, усредняя по ансамблю флуктуаций турбулентной среды, по-
лучим из выражения (2) формулу для освещенности в плоскости фо-
тодетектора от виртуального источника, заданного полем uотр(�r) на
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небольшом локально плоском участке поверхности S:

dE(�Rф) =
1

(2π)2

〈
uотр(�r)u

∗
отр(�r

′)uп(�r, �Rф)u
∗
п(�r

′, �Rф)
〉
×

×(�n(�r )�qп(�r ))(�n(�r ′)�qп(�r
′))dSdS ′.

(3)

Здесь угловые скобки означают усреднение по ансамблям флукту-
аций турбулентной среды.

Провести строго усреднение в формуле (3) не удается, поэтому
обычно используют следующие приближения [11]:

— считают, что падающее от источника на поверхность и отражен-
ное в сторону приемника излучения проходят по разным неоднородно-
стям турбулентной среды (т.е. не рассматриваются эффекты, связанные
с корреляцией падающего на поверхность и отраженного излучений,
которые существенны в турбулентной атмосфере лишь в окрестности
очень узкого конуса относительно направления падающего излучения
[12]). Это позволяет положить в формуле (3):〈

uотр(�r)u
∗
отр(�r

′)uп(�r, �Rф )u
∗
п(�r

′, �Rф)
〉
≈

≈ 〈uотр(�r )u
∗
отр(�r

′)
〉 〈

uп(�r, �Rф)u
∗
п(�r

′, �Rф)
〉
;

— используют теорему взаимности для функции точечного источ-
ника в турбулентной атмосфере (v(�r, �rп) = v(�rп, �r )) [13] и вводят по-
нятия “фиктивного” источника с параметрами приемника [11] (размер
передающей апертуры такого источника равен размеру приемного объ-
ектива, а угол расходимости излучения – угловому полю зрения прием-
ной оптической системы). Это позволяет существенно упростить по-
лученные выражения и свести задачу определения энергетических ха-
рактеристик оптических сигналов в турбулентной атмосфере на трассе
с отражением к гораздо более простой задаче вычисления характери-
стик оптических сигналов на двух прямых (без отражения) трассах:
источник–поверхность и “фиктивный” источник–поверхность.

Используя описанный подход, проводя в выражении (3) интегри-
рование по фотодетектору (для получения принимаемой мощности Р )
и по всей поверхности S, получим

P =
1

(2π)2

∫∫
S

Γотр(�r, �r
′)Γп(�r, �r

′)(�n(�r)�qп(�r ))(�n(�r
′)�qп(�r

′))d�rd�r ′, (4)

где Γотр(�r, �r
′) =

〈
uотр(�r )u

∗
отр(�r

′)
〉

— функция когерентности отражен-
ного излучения на поверхности S (излучения, прошедшего в турбу-
лентной атмосфере трассу источник–поверхность и отраженного от
поверхности);
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Γп(�r, �r
′) — функция когерентности излучения “фиктивного” ис-

точника (с параметрами приемника) в турбулентной атмосфере (из-
лучения, прошедшего в турбулентной атмосфере трассу “фиктивный”
источник–поверхность), определяемая следующим образом:

Γп(�r, �r
′) =

〈 1

(λf ′)2

∫
Sф

d�Rф

∫∫
Sп

v(�rп, �r)v
∗(�r′

п , �r
′)×

exp

{
ik

f ′
�Rф(�R− �R

′
)− ikΔф

2(f ′)2
(R2 − (R′)2)

}
d�Rd�R

′〉
;

(5)

Sф — чувствительная площадка фотодетектора.
Величина Γп(�r, �r

′) — безразмерная. Если эту величину умножить
на 1Вт·м−2, то полученная величина будет иметь смысл функции ко-
герентности излучения, падающего на поверхность S от “фиктивного”
источника с параметрами приемника и мощностью 1Вт.

Формула (4) справедлива, когда эффекты рассеяния на неровной
поверхности и в атмосфере можно рассматривать независимо. Это
является хорошим приближением при условии малости флуктуаций
угла прихода волн (в турбулентной атмосфере) от реального и “фик-
тивного” источников по сравнению с углами освещения, приема и
угловой шириной индикатрисы отражения поверхности.

В формулу (4) входит Γотр(�r, �r
′) — функция когерентности отра-

женного излучения на поверхности S. Основной же характеристикой
отражающих свойств поверхности, обычно используемой на практи-
ке, является индикатриса отражения, которая определяется через фо-
тометрические характеристики излучения как отношение яркости ис-
следуемой поверхности в данном направлении к яркости идеального
рассеивателя.

Фундаментальная связь между фотометрическими характеристи-
ками поля излучения и его статистической структурой подробно ис-
следована (см., например, работу [7]). Показано, что пространственная
функция когерентности Γ(�R, �ρ) связана с яркостью излучения L(�R,�n)
следующим соотношением:

Γ(�R, �ρ) =

∮
L(�R,�n) exp{ik�n�ρ }dΩ(�n). (6)

Здесь интегрирование ведется по сфере единичного радиуса;
�R =

1

2
(�r + �r ′), �ρ = �r − �r ′; �r, �r ′ — координаты точек, для которых

измеряется пространственная функция когерентности; �n — единич-
ный вектор направления излучения.

Соотношение (6) позволяет связать вид функции когерентности от-
раженного излучения с яркостью отраженного излучения на поверх-
ности S.
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Яркость отраженного (локальным участком крупномасштабной по-
верхности S) излучения Lотр(�R, �m) можно представить (в рамках фо-
тометрического подхода) в следующем виде:

Lотр(�R, �m) = χ(�R,�k, �m)Lo(�R, �m), (7)

где χ(�R,�k, �m) — локальная индикатриса отражения; для однородной
поверхности χ(�R,�k, �m) = χ(�k, �m); �k, �m — векторы, характеризующие
направление падающего и отраженного излучений; Lo(�R, �m)— распре-
деление яркости отраженного излучения для идеального отражателя
(ламбертовского отражателя с альбедо, равным единице).

Для идеального отражателя распределение яркости имеет вид [11]

Lo(�R, �m) ≡ Lo(�R) =
Eи(�R)

π
, (8)

где Eи(�R) — освещенность элементарной отражающей площадки, со-
здаваемая излучением, падающим от источника.

Локальная индикатриса отражения χ(�k, �m) характеризует рассеи-
вающие свойства локальных участков крупномасштабной поверхно-
сти S, размеры которых много меньше характерных масштабов по-
верхности S, но много больше длины волны излучения. В качестве
χ(�k, �m) возьмем индикатрису, имеющую ламбертовскую и зеркаль-
ную составляющие (аналогичная индикатриса отражения для плоской
поверхности рассматривалась в работе [14]):

χ(�k, �m) = A[α+ β
π

cos θз
δ(�m− �mз)], (9)

где A — коэффициент отражения (альбедо) элементарной отражающей
площадки; α, β — доля ламбертовского и зеркального отражений для
элементарной отражающей площадки, α + β = 1; �mз — вектор зер-
кального отражения, зависящий от вектора направления падающего
излучения �mи и нормали �n к отражающей площадке;

�mз = �mи − 2�n(�n�mи);

θз — угол между нормалью к отражающей площадке �n и вектором �mз.
Индикатриса отражения χ(�k, �m) нормирована условием

1

π

2π∫
0

π/2∫
0

χ(�k, �m) cos θdΩ(�m ) = A. (10)

Здесь интегрирование проводится по полусфере, dΩ(�m ) — элемент
телесного угла.

Подставляя выражение (7) для яркости Lотр(�R, �m) (излучения от-
раженного случайно ориентированным элементом поверхности S) в
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формулу (6), считая падающий от источника на поверхность S лазер-

ный пучок узким и переходя к новым переменным �R =
1

2
(�r + �r ′),

�ρ = �r−�r ′, для функции когерентности Γотр(�R, �ρ) (излучения отражен-
ного локальным участком крупномасштабной поверхности S) получим
следующее выражение (считаем для простоты, что поверхность S —
плавно неровная, оптическая ось лазерного пучка лежит в плоскости
XOZ прямоугольной системы координат, у которой ось z совпадает с
нормалью к средней поверхности):

Γотр(�R, �ρ) = AEи(�R)

{
2 sin(kρ)

kρ
+

1

cos θз
exp

{
ikρx√
1 + γ2x

×

×
[
sin θи − γx cos θи +

Rx cos θи
zи

(cos θи + γx sin θи)

]
+

+
ikρy√
1 + γ2y

[
Ry

zи
− γy√

1 + γ2x
(cos θи + γx sin θи)

]}}
,

(11)

где θи — угол между нормалью к плоскости z = 0 и оптической осью
лазерного пучка; zи — наклонное расстояние (вдоль оптической оси) от
источника до поверхности; �γ = {γx, γy} — вектор случайных наклонов
неровной поверхности S.

Подставляя формулы (5), (11) в выражение (4), делая в нем замену

переменных �R =
1

2
(�r + �r ′), �ρ = �r − �r ′, интегрируя по d�ρ и перехо-

дя, аналогично данным работы [9], от интегрирования по неровной
поверхности S к интегрированию по поверхности So (проекции S на
плоскость z = 0), после ряда преобразований из выражения (4) полу-
чим (считаем для простоты, что поле зрения приемника мало и опти-
ческая ось приемной оптической системы лежит в плоскости XOZ,
как и оптическая ось пучка источника излучения):

P ∼=

∼= α
A

π

∫
So

d�Ro

nz
Eи(�R

′
oζ)Eп(�R

′′
oζ) + βA

∫
So

d�Ro

nz
Eи(�R

′
oζ)Eп(�R

′′
oζ)×

×δ
(

1√
1 + γ2x

[qx +RoxT + γxqz]

)
δ

(
1√
1 + γ2y

[
Roys+

γyqz√
1 + γ2x

])
,

(12)

где Eп(�R) = Γп(�R, �ρ = 0); s =
1

zи
+
1

zп
; T =

cos2 θи
zи

+
cos2 θп
zп

;
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�R
′
oζ = {[Rox ctg θи − ζ(�R)] sin θи, Roy}; qx = sin θи + sin θп; �R

′′
oζ =

= {[Rox ctg θп−ζ(�R)] sin θп, Roy}; qz=−(cos θи+cos θп); �Ro = {Rox, Roy}
— вектор в плоскости z = 0; θп — угол между нормалью к плоскости
z = 0 и оптической осью приемника; zп — наклонное расстояние
(вдоль оптической оси приемника) от приемника до поверхности;
�n = {nx, ny, nz} — вектор нормали к неровной поверхности S; ζ(�R) —
высота неровной поверхности S в точке �R.

ВеличинаEп(�R)— безразмерная. ЕслиEп(�R) умножить на 1Вт·м−2,
то полученная величина будет иметь смысл освещенности, создавае-
мой на элементе поверхности S излучением, падающим в турбулент-
ной области от некоторого “фиктивного” (с параметрами приемника)
источника.

Проводя в формуле (12) усреднение по высотам и наклонам
случайно-неровной поверхности S, получим следующее выражение
для средней мощности P̄ , регистрируемой приемником:

P̄ ∼= α
A

π

∞∫
−∞

W (ζ)dζ

∞∫
−∞

W (γx, γy)d�γ

∫
So

d�Ro

nz
Eи(�R

′
oζ)Eп(�R

′′
oζ)+

+βA
q4

4q4z

∞∫
−∞

W (ζ)dζ

∫
So

d�RoE
n
и (�R

′
oζ)E

n
п (�R

′′
oζ)×

×W
(
γx = −qx

qz
− Rox

qz
T, γy = −Roy

qz
s

)
,

(13)

гдеEn
и (�R

′
oζ) = Eи(�R

′
oζ)(�mи�n)

−1;En
п (�R

′′
oζ) = Eп(�R

′′
oζ)(�mп�n)

−1; q2 = q2x+

+ q2z ; W (ζ), W (γx, γy) — плотности распределения высот и наклонов
неровной поверхности S; �mи,п — единичные векторы, характеризую-
щие направление оптических осей пучка источника и углового поля
зрения приемника.

Считая, что высоты и наклоны поверхности S распределены по
нормальному закону, пучки действительного и “фиктивного” (с пара-
метрами приемника) источников — гауссовские, используя выражения
для Eи(�R), Eп(�R) в турбулентной атмосфере [11], можно вычислить
интегралы в выражении (13) и получить следующую аналитическую
формулу для средней мощности P̄ , регистрируемой приемником при
бистатической локации случайно-неровной поверхности с локальной
индикатрисой отражения вида (9) в турбулентной атмосфере:
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P̄ =
aиaпA

z2иz
2
п

{
αQ[Cи + Cп]

−1/2p−1/2Ω+

+β
q4π

q4z4
√
2σ

[
Cи + Cп +

s2

2γ̄2yq
2
z

]−1/2
d−1/2×

×W
{
γx =

qx

qz

[
1− n

n+ p
(1 + d−1(Cи sin θи cos θи+

+Cп sin θп cos θп)
2)

]1/2
, γy = 0

}
,

(14)

где Ω = [1+2σ2p−1CиCп sin
2(θи− θп)]

−1/2; n =
T 2

2γ̄2xq
2
z

; p = Cи cos
2 θи+

+Cп cos
2 θп; d =

(n+ p)

2σ2
+CиCп sin

2(θи−θп)+n(Cи sin
2 θи+Cп sin

2 θп).

Для плавно-неровной поверхности (γ̄2x,y � 1)

Q ≈ a cos θи cos θп
2(γ̄2xγ̄

2
y)
1/2

{1 + tg θи tg θп(1− μ)a};

a = 4

(
1

γ̄2x
+
1

γ̄2y

)−1
; μ =

a

4

(
1

γ̄2x
− 1

γ̄2y

)
;

σ2, γ̄2x,y — дисперсии высот и наклонов неровной поверхности S;

aи =
Pok

2

4πξ
; Cи =

k2

4z2иξ
; aп =

r2пk
2πa2

4(f ′)2η
; Cп =

k2

4z2пη
.

Для однородных трасс (для которых C2ε постоянна по трассе)

ξ =
1

4r2и
+
1

4ρ2к
+
k2r2и
4z2и

(
1− zи

Fи

)2
+ 0,1(C2εk

2zи)
6/5;

η =
1

4r2п
+

k2a2

4(f ′)2
+
k2r2п
4z2п

(
1− zпΔф

(f ′)2

)
+ 0,1(C2εk

2zп)
6/5;

Po — мощность, излучаемая источником; rи, Fи — эффективный раз-
мер передающей апертуры и радиус кривизны волнового фронта на
источнике; Fи =∞ — соответствует коллимированному пучку, Fи < 0
— расходящемуся, Fи > 0 — сфокусированному; ρк — радиус когерент-
ности излучения источника; rп, а — эффективные размеры приемной
апертуры и фотодетектора; C2ε — структурная характеристика диэлек-
трической проницаемости турбулентной атмосферы.

В случае β, σ2, γ̄2x,y → 0 формула (14) переходит в выражение для
принимаемой мощности в турбулентной атмосфере, полученное для
плоской ламбертовской поверхности [11].

При α → 0 формула (14) определяет мощность, регистрируемую
приемником, для локально-зеркальной (например, морской) поверх-
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ности. В случае отсутствия атмосферы при локации в надир (θи,п = 0)
формула (14) совпадает с результатами работ [1, 2, 4], а при наклон-
ной локации (θи,п 
= 0) формула (14) совпадает (если пренебречь в
ней влиянием дисперсии возвышений поверхности) с результатами
работы [3].

Заметим, что эффективная расходимость лазерного пучка αэф.и и
эффективное поле зрения приемника αэф.п в однородной турбулентной
земной атмосфере могут быть определены следующим образом:

αэф.и =

[
4ξ

k2

]1/2
= {α2и + α2ти}1/2; αэф.п =

[
4η

k2

]1/2
= {α2п + α2тп}1/2,

где α=ти,тп{0,1C12/5ε k2/5z
6/5
и,п }1/2 — величины, учитывающие вклад турбу-

лентности атмосферы для источника и приемника соответственно; αи,
αп — эффективная расходимость лазерного пучка и угол поля зрения
приемника без учета влияния турбулентности атмосферы, например,

в дальней зоне
(kr2и,п
zи,п

� 1
)
:

для расходящегося пучка (при Fи � zи) αи
∼= 1

k

[
1

r2и
+
1

ρ2к
+
k2r2и
F 2и

]1/2
;

для приемника (Δф = 0; идеальные оптические элементы) αп
∼=

∼=
[ a2

(f ′)2
+

1

k2r2п

]1/2
.

На рисунке приведены результаты расчетов зависимости величины

N (N =
P̄ z2иz

2
п

APo
— относительная величина, характеризующая мощ-

ность P̄ , регистрируемую приемником) от угла θп при различном со-
стоянии турбулентности атмосферы и различном характере локальной
индикатрисы отражения поверхности. Расчеты проводились по форму-

Зависимость величины NNN от угла приема θпθпθп
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ле (14) при следующих значениях параметров: zи = 104 м; zп = 103 м;
αи = 0,001; αп = 0,002; θи = 30◦; σ = 0,1м; γ̄2x = γ̄2y = 10

−3; C=ε 0

(турбулентность отсутствует, кривые 1, 2); Cε = 1,8 · 10−6 м−1/3 (силь-
ная турбулентность, кривые 3, 4); α = 0,5, β = 0,5 (кривые 2 и 4);
α = 0,98, β = 0,02 (кривые 1 и 3).

Из рисунка видно, что мощность, регистрируемая приемником,
сильно зависит от турбулентности атмосферы и вида локальной инди-
катрисы отражения поверхности. В направлениях наблюдения, близ-
ких к углу зеркального отражения (θп = −θи), появляется пик, величи-
на которого определяется долей зеркальной составляющей локальной
индикатрисы отражения (см. рисунок, кривые 1, 2). Турбулентность
атмосферы сильно уменьшает принимаемую мощность и сглажива-
ет пик, вызванный зеркальной составляющей локальной индикатрисы
отражения поверхности (см. рисунок, кривые 3, 4).

Таким образом, получено в интегральном виде выражение для
мощности, регистрируемой приемником в турбулентной атмосфере,
при облучении лазерным пучком случайно неровной поверхности с
локальной индикатрисой отражения, имеющей ламбертовскую и зер-
кальную компоненты. В случае, когда высоты и наклоны поверхности
распределены по нормальному закону, получена аналитическая фор-
мула для средней мощности, регистрируемой приемником. Показано,
что принимаемая мощность сильно зависит от турбулентности атмо-
сферы и вида локальной индикатрисы отражения поверхности.
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