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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ
НАВОДОК В САПР ЭЛЕКТРОННЫХ МОДУЛЕЙ

Изложен подход к использованию классических методов радиотех-
ники для моделирования помехонесущего электромагнитного поля
в микроэлектронике, ориентированный на использование в САПР.
Метод позволяет избежать интегрирования в комплексной обла-
сти и снизить объем вычислений по сравнению с известными ме-
тодами. Предложена простая эквивалентная схема, позволяющая
точно воспроизвести время задержки переходного процесса при
моделировании канала паразитной связи.

В настоящее время учет паразитных электромагнитных эффек-
тов (ПЭМЭ) при разработке современных микроэлектронных модулей
является “узким местом” систем автоматизированного проектирования
(САПР) [1], ограничивающим размерность решаемых на надлежащем
научно-техническом уровне проектных задач. Работы [1, 2] посвяще-
ны решению указанной проблемы. В работе [1] обоснована необхо-
димость прямого использования методов теории электромагнитного
поля, которые органично учитывают распределенный характер систе-
мы, состоящей из канала паразитной связи, источника и приемника
излучения, и рассмотрена специфика использования этих методов в
решаемой задаче.

Предлагаемый подход. При решении поставленной задачи будем
использовать методы математической физики и электротехники, адап-
тированные к специфике САПР микроэлектронных модулей. Решение
ориентировано на проектные задачи большой размерности с макси-
мальным использованием аналитических методов, реализуемых зара-
нее при разработке математического обеспечения САПР, в отличие от
численных методов, предполагающие проведение основного, причем
гораздо большего, объема вычислений в процессе проектирования.

Решение волнового уравнения относительно поляризационного по-
тенциала Πν элементарного диполя в ν-м слое слоистой среды давно
получено и, как известно из работы [3], в случае осевой симметрии
задачи описывается интегралом Зоммерфельда:

Πν(r, z, z0) =M

∞∫
0

J0(λr)Φν(λ, z, z0)dλ, (1)
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где r — радиус в цилиндрической системе координат; M — ампли-
тудный множитель; J0 — функция Бесселя первого рода нулевого по-
рядка; λ — параметр разделения [5], именуемый в работе [3, c. 504]
параметром разложения; функция Φν(λ, z, z0) — математическая мо-
дель слоистой среды [4], определяемая из граничных условий для
поляризационного потенциала на границах раздела слоев [3, c. 503].

Проблема вычисления интегралов Зоммерфельда имеет долгую
историю. Уже несколько поколений исследователей [2, 3, 5, 6] отмеча-
ют, что интегральное представление решения (1) очень сложно для его
практического использования. Известен ряд методов [2, 3, 6] прибли-
женного вычисления интеграла (1), требующих достаточно высокой
квалификации исследователей, причем получаемые результаты неред-
ко имеют весьма ограниченную область корректного использования [3,
c. 513] и требуют непомерно больших затрат машинного времени. Опи-
санные трудности при расчете наводимых помех можно значительно
уменьшить, используя эквивалентную постоянную распространения
kэ, которая рассчитывается в квазистационарном приближении через
отношение потенциалов, создаваемых источником в слоистой среде и
свободном пространстве, и позволяет учитывать влияние неоднород-
ности (слоистости) среды. Такое приближение достаточно корректно,
если расстояние между границами раздела крайних слоев, формиру-
ющих учитываемую при анализе среду, значительно меньше длины
волны, так как при |kR| � 1 (k — постоянная распространения сре-
ды; R — расстояние между элементарным источником поля и точ-
кой, где вычисляется поле) превалирует статическая составляющая
поля, обратно пропорциональная кубу расстояния R. Функции Грина
для электростатической и магнитостатической задач вычисляются до-
статочно несложно по известной методике [4, 7, 8], разработанной на
основе решения уравнения Лапласа. При таком подходе нет необхо-
димости в интегрировании по переменной λ в комплексной области и
вычисления значительно упрощаются. В этом и заключается основная
идея предлагаемого метода.

Для вычисления электродвижущей силы (ЭДС) помехи получен-
ные аналитические выражения для помехонесущего поля подлежат
интегрированию по объему приемника помехи, для чего целесообраз-
но использовать хорошо верифицированнный метод тонкого провода,
давно и широко применяемый в инженерной практике [9–11]. Тогда
наведенные ЭДС вычисляют, используя характеристики невозмущен-
ного поля, которое смоделировано при отсутствии объекта-приемника
так же, как это делается при расчете паразитных емкостей и индуктив-
ностей для моделирования ПЭМЭ. Такое допущение достаточно кор-
ректно, поскольку типичный диаметр цилиндра с вертикальным током
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в микроэлектронике на два-пять десятичных порядков меньше1 дли-
ны волны, а расстояния между источником и приемником поля обычно
намного больше их диаметров. Отказ от приближения тонкого провода
приводит к необходимости решать задачи дифракции, что совершенно
неприемлемо, поскольку сколько-нибудь строгое решение таких задач
даже для наиболее простых слоистых сред приводит к результатам,
которые пригодны лишь для проведения научных исследований и ко-
торые невозможно использовать в САПР микроэлектронных модулей
в силу сложности этих результатов и большой размерности проектных
задач [1].

Реализацию описанной идеи проиллюстрируем конкретным при-
мером.

Считаем, что источник и приемник помехи представляют собой
вертикальные (т.е. ориентированные параллельно оси аппликат и пер-
пендикулярно границам раздела слоев) отрезки бесконечно тонкого
провода. Аппликатами начала и конца провода-источника длиной lи
являются zи и zи+lи; zп и zп+lп — то же для приемника помехи длиной
lп. Источник и приемник помехи полагаем электрически короткими,
наведенные ЭДС вычисляются в приближении тонкого провода. Рас-
стояние между источником и приемником в азимутальной плоскости
обозначим rа.

Пусть, как предложено ранее, локальная эквивалентная относи-
тельная диэлектрическая проницаемость

εy =

ze+le∫
ze

dz0

R

/ ze+le∫
ze

dz0

∞∫
0

J0(λr)qε(λ)dλ,

где qε(λ) — полученная при решении электростатической задачи мате-
матическая модель той же среды, для которой получена модель Φν .

Аналогично локальная эквивалентная относительная магнитная
проницаемость будет иметь вид

μэ =

zи+lи∫
zи

J0(λr)qμ(λ)dλ

/ zи+lи∫
zи

dz0

R
,

где qμ(λ) — полученная при решении магнитостатической задачи ма-
тематическая модель той же среды, для которой получена модель Φν .

Локальная постоянная распространения эквивалентной однород-
ной среды kл = ω

√
ε0εэμ0μэ показывает, как изменяется набег фазы

1Так, например, луженый вывод микросхемы имеет диаметр приблизительно
0,6. . . 0,7 мм, перемычка межслойной коммутации в микросхеме имеет диаметр на
два-три десятичных порядка меньше.
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в рассматриваемой слоистой среде по сравнению со свободным про-
странством:

kл = ω

√√√√√ε0μ0

zи+lи∫
zи

dz0

∞∫
0

J0(λr)qμ(λ)dλ

/ zи+lи∫
zи

dz0

∞∫
0

J0(λr)qε(λ)dλ.

Функция Грина, которая является решением волнового уравнения,
для однородной среды со свойствами ν-го слоя имеет вид

Gв =
exp(ikνR)

4πενR
. (2)

Для упрощения последующих расчетов распространение волны по
прямым от каждого элементарного источника поля (точки с апплика-
той z0) к проводy-приемникy в точки с координатами {rа, zп} и {rа, zп+
+ lп} целесообразно описывать аппроксимирующим выражением ви-
да (2) для однородной среды. Для этого необходимо характеризовать
слоистую среду неизменным (интегральным) значением постоянной
распространения kэ. Потребуем, чтобы постоянная распространения
kэ обеспечивала на поверхности приемника такой же набег фазы, как
и локальная постоянная kл, зависящая от координат. Разделим рассто-
яние R0п между элементарным источником поля (точкой с аппликатой
z0) и точкой на поверхности приемника (точкой с аппликатой zп) на
малые отрезки ΔR. Набег фазы в среде с постоянной kл на расстоянии
ΔR равен kлΔR. Устремив максимальный из отрезков ΔR к нулю и
перейдя к пределу, получим, что набег фазы αR на расстоянии R0п

равен линейному интегралу вдоль отрезка прямой, соединяющего на-
званные точки:

αR =

R0п∫
0

kл(R)dR =
ωR0п

ra

ra∫
0

√√√√√√√√
ε0μ0

zи+lи∫
zи

dz0
∞∫
0

J0(λr)qμ(λ)dλ

zи+lи∫
zи

dz0
∞∫
0

J0(λr)qε(λ)dλ

dr, (3)

гдеR =
√
r2 + (z − z0)2;R0п =

√
r2a + (zп − z0)2; z = z0+r(zп−z0)/ra.

Oтсюда постоянная kэ = αR/R0п (от z0 она не зависит). Более
подробно расчет эквивалентной постоянной распространения kэ рас-
смотрен ниже.

Значение потенциала ϕп, создаваемого проводником-источником
помехи, вычисляется интегрированием функции Грина по длине про-
водника с весом η(z0), описывающим распределение зарядов по его
длине. Это распределение в квазистационарном приближении равно-
мерно [12]. Используя закон сохранения заряда в интегральной форме
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[13, с. 377], получаем, что

η(z0) = iI/(ωlи),

где i =
√−1; I — ток в проводнике–источнике помехи; ω — круговая

частота.

Поэтому на азимутальном расстоянии r в точке с аппликатой z

ϕп(r, z) =

zи+lи∫
zи

Gв(z0)η(z0)dz0 =
iI

4πενωlи

zи+lи∫
zи

exp(ikэR)

R
dz0.

Заменив экспоненту первыми четырьмя членами ряда Маклоре-
на (что вполне достаточно для электрически коротких проводников и
малых расстояний микроэлектроники) и проинтегрировав, получим

ϕп(r, z) = iI[I0(lи, zи) + ikэI1(lи, zи)−
− k2э I2(lи, zи)− ik3э I3(lи, zи)]

/
(4πενωlи), (4)

где функции I0(lи, zи) = Arsh
zи + lи − z

r
+ Arsh

z − zи

r
; I1(lи, zи) = lи;

I2(lи, zи) = [r
2I0 + (z − zи

√
r2 + (z − zи)2 +

+ (zи+ lи− z)
√
r2 + (zи + lи − z)2 ]

/
4; I3(lи, zи) = r2lи/6+ [(z− zи)3+

+ (zи + lи − z)3]/18.

При r = ra в приближении тонкого провода cоздающая ток помехи
разность потенциалов Δuп = ϕп(ra, zп + lп)− ϕп(ra, zп).

Задача решена в общем виде, однако описанная методика имеет
значительный резерв повышения точности по сравнению с изложен-
ным иллюстрационным вариантом.

Использование разностной математической модели среды. Точ-
ность предлагаемой методики вычисления можно значительно повы-
сить, если воспользоваться тем обстоятельством, что поле в слое, где
расположен приемник помехи, определяется в основном физическими
характеристиками этого слоя; поле вблизи границы раздела определя-
ется в основном физическими характеристиками слоев, прилегающих
к границе раздела. Влияние остальных слоев незначительно, особен-
но на малых расстояниях r, характерных для микроэлектроники. Для
каналов связи, содержащих провод, этот феномен усиливается вслед-
ствие внешнего скин-эффекта [14, c. 259], т.е. эффекта концентрации
внешнего поля около поверхности провода. С учетом этого поле в
слоистой среде можно рассчитать, представив выражение (1) с по-
мощью простейшего тождественного преобразования в виде главной
составляющей, легко вычисляемой и делающей основной вклад в фор-
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мирование поля помехи, и составляющей, вычисляемой приближенно:

Πν(r, z, z0) = Πνг(r, z, z0) +M

∞∫
0

J0(λr)ΩP(λ, z, z0)dλ, (5)

где Πνг — главная составляющая; ΩP(λ, z, z0) = Φν(λ, z, z0)−f(λ, z, z0)
— разностная математическая модель среды, позволяющая учесть вли-
яние факторов, не учтенных главной составляющей; f(λ, z, z0) опреде-
ляется аналогично Φν(λ, z, z0) для физической модели среды, которая
соответствует главной составляющей.

Используя формулу, приведенную в работе [3, с. 509], решение вол-
нового уравнения для поляризационного потенциала поля у плоской
границы раздела двух однородных полупространств несложно приве-
сти к виду:

Πν(r, z, z0) = ΠνΓ(r, z, z0) +
iIdz0

4πωεν
ξ(r, z, z0),

где

ξ(r, z, z0) = 2

∞∫
0

J0(λr) exp
[− (z + z + 0)

√
λ2 − k2ν

]×

×
(

k2ν−1
k2ν−1

√
λ2 − k2ν + k2ν

√
λ2 − k2ν−1

− 1√
λ2 − k2ν

)
λ dλ;

Πνг =
iIdz0

4πωεν

[
exp(ikνRν)

Rν

+
exp(ikνRν−1)

Rν−1

]
— главная составляю-

щая, которая описывает поле диполя и его зеркального изображе-
ния в однородной среде со свойствами верхнего полупространства;
k =

√
μεω2 + iμσω — постоянная распространения электромагнитной

волны в среде, где вычисляется поле; ε, μ, σ — абсолютная диэлек-
трическая проницаемость, абсолютная магнитная проницаемость и
удельная активная проводимость среды соответственно; Rν , Rν−1 —
расстояния от точки, где вычисляется поле, до диполя и его зер-
кального изображения соответственно; dz0 — длина элементарного
диполя; индекс ν − 1 при величинах R, ε, μ, σ, k указывает на их
принадлежность нижнему полупространству (под границей раздела),
индекс ν — верхнему полупространству; несобственный интеграл ξ
через известные функции в явном виде не выражается.

Значение Πνг (значение главной составляющей поляризационного
потенциала) легко вычисляется и в основном влияет на результат вы-
числения Πν , особенно при

∣∣k2ν−1∣∣ � |k2ν |, что обычно имеет место
на практике. Все остальные составляющие потенциала Πν объедине-
ны с ξ в один интеграл — второе слагаемое выражения (5), значение
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которого (поправку) приходится вычислять приближенно, с помощью
эквивалентной постоянной распространения kэ.

Теперь необходимо конкретизировать некоторые аспекты вычисле-
ния эквивалентной (интегральной) постоянной распространения сло-
истой среды.

Расчет эквивалентной постоянной распространения. Постоян-
ная распространения kэ расcчитывается на основе вычисления инте-

грала G =

∞∫
0

J0(λr)q(λ, z, z0)dλ, в котором функция q = qμ для числи-

теля в формуле (3) и q = qε для знаменателя. Чтобы вычислить этот
интеграл его следует представить в виде

G = G1 +G2, (6)

где G1 =
N∑

ν=1

λν∫
λν−1

J0(λr)q(λ, z, z0)dλ; G2 =

∞∫
λN

J0(λr)q(λ, z, z0)dλ;

λν = αν/r; αν — нули функции Бесселя J0; λ0 = 0; N — целое
число полуволн функции Бесселя, при данном r укладывающихся на
интервале [0, λN ].

Значение λN выбирается так, чтобы при любых z и z0, соответ-
ствующих интервалу их значений в решаемой задаче, выполнялось
условие

q(λN , z, z0) = q∞, (7)

где q∞ = lim
λ→∞

q(λ, z, z0); значения N и λN для обеих функций q оди-
наковы.

На практике условие (7) можно выполнить с любой требуемой точ-
ностью. Тогда величину G2 можно выразить через Θ(λNr) — значение
Θ-функции [4] аргумента λNr:

G2 = q∞Θ(λNr). (8)

ЗначениеΘ-функции при таком значении аргумента не обязательно
равно нулю, однако, в подавляющем большинстве случаев интегралом
G2 можно пренебречь по двум причинам. Во-первых, при последую-
щем интегрировании функции Грина по координатам в подынтеграль-
ном выражении для G2 (см. (6)) неизбежно появляется сомножитель
1/λn, где n — кратность интегрирования2, и при больших λ подын-
тегральная функция быстро убывает вместе с G2 по абсолютной ве-
личине. Во-вторых, при больших значениях аргумента λNr значение

2Так, например, после интегрирования по z и z0 в первообразной функции должен
появиться сомножитель 1/λ2.
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Θ-функции Θ(λNr) невелико [4] и для слоистых сред с плоскопарал-
лельными и неограниченными в азимутальном направлении слоями
обычно составляет3 q∞ = 0.

Впрочем полагать G2 = 0 совсем не обязательно. Поскольку со-
отношение (7) можно обеспечить с любой требуемой точностью, зна-
чение G2 легко вычисляется по формуле (8) через асимптотическое
значение q∞ функции q(λ) и значение Θ-функции [4].

Учитывая специфику функции Бесселя, для вычисления G1 в вы-
ражении (6) интервал интегрирования целесообразно разбить на N
шагов и на каждом шаге использовать квадратурную формулу Лобат-
то [15, с. 258] с тремя узлами, два из которых расположены на гра-
ницах шага интегрирования. Алгебраическая степень точности такой
формулы равна 3, что вполне достаточно. Поскольку границы шагов
интегрирования совпадают с нулями функции Бесселя, отличным от
нуля и подлежащим учету на каждом шаге будет из трех лишь од-
но слагаемое используемой квадратурной формулы, что значительно
сокращает вычисления. Выражение для G1 в формуле (6) примет вид

G1 =
4

3

N∑
ν=1

λν2J0(λν2r)q(λν2, z, z0),

где λν2 = (λν − λν−1)/2; λ12r = 1,202412779 [16, c. 227].
При вычислении поправки Δϕп(zп, ra) в точке с аппликатой z = zп

формула (3) примет вид:

αR =
ωR0п

ra

ra∫
0

√√√√√√√√√√√√

ε0μ0

zи+lи∫
zи

N∑
ν=1

λν2J0(λν2r)qμ(λν2, zп, z0)dz0

zи+lи∫
zи

N∑
ν=1

λν2J0(λν2r)qε(λν2, zп, z0)dz0

dr. (9)

Дробь под знаком радикала в формуле (9) особенностей не имеет
и интегрирование по переменной r несложно выполнить при помощи
одной из известных приближенных квадратурных формул, которые
точны для алгебраических многочленов третьей степени, в том числе
с помощью формулы Гаусса [15] или формулы Лобатто.

3Строгое теоретическое доказательство этого соотношения для общего случая не
проводилось, однако, методами вычислительного эксперимента удалось обнаружить
лишь один класс функций q, для которых q∞ �= 0, а именно — класс функций для
вычисления полей в плоскости источника, параллельной границам раздела слоев
(z ≡ z0). В этом случае поле вычисляется по методике [4] через нули Θ-функции.
При q∞ �= 0 применение предлагаемой методики также возможно, однако ее эконо-
мичность несколько снижается.
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Для малых расстояний r произведение λNr невелико, условие (7)
выполняется при N = 1 и формула (9) существенно упрощается:

αR = ωR0п

√√√√√ε0μ0

zи+lи∫
zи

qμ(λ12, zп, z0)dz0

/ zи+lи∫
zи

qε(λ12, zп, z0)dz0. (10)

При N = 1 как числитель, так и знаменатель будут иметь за-
вышенные значения. Поскольку знаки погрешностей одинаковы, при
вычислении дроби эти погрешности отчасти взаимно компенсируют-
ся, причем степень компенсации тем выше, чем ближе свойства среды
к свойствам свободного пространства.

Аналогично при вычислении поправки ϕп(zп + lп, ra) в точке с
аппликатой z = zп + lп на расстоянии R0п =

√
r2a + (zп + lп − z0)2 по

формуле (3)

α′R =

= ωR′0п

√√√√√ε0μ0

zи+lи∫
zи

qμ(λ12, zп+lп, z0)dz0

/ zи+lи∫
zи

qε(λ12, zп+lп, z0)dz0.

(11)

Oтсюда для поля, распространяющегося на расстояние R0п, эквива-
лентная постоянная распространения kэ = αR/R0п. Для лучей, схо-
дящихся на другом конце проводника-приемника (или электрически
короткого отрезка этого проводника), k′э = α′R/R

′
0п. Из выражений (10)

и (11) нетрудно заметить, что обе постоянные kэ и k′э от аппликаты z0
не зависят. В случае цилиндрической или плоской волны kэ = αr/ra.

При использовании метода разностной математической модели
среды изложенная методика относится к вычислению поправки. Рас-
смотрим вычисление главной составляющей помехи.

Поляризационный потенциал поля связан со скалярным потенциа-
лом известным соотношением [5, c. 444]. Главная составляющая ска-
лярного потенциала поля в ν-м слое вычисляется интегрированием по
объему объекта–источника поля:

ϕΓ(r, z) = −
∫∫
Sи

η(x0, y0)ds

zи+lи∫
zи

divΠνΓ,

где Sи — площадь поперечного сечения источника; η(x0, y0) — плот-
ность распределения заряда по площади Sи; x0 и y0 — абсцисса и
ордината источника.
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В случае, когда диаметр4 объекта-источника мал, по сравнению с
его длиной и расстоянием между источником и приемником rа, прак-
тически без потери точности источник можно считать нитевидным и
тогда

ϕΓ(r, z) = −
zи+lи∫
zи

divΠνг dS.

При формировании разностной математической модели среды бы-
ло принято, что главная составляющая поляризационного потенциа-
ла Πνг в формуле (5) представляет собой сумму двух экспонент. По-
скольку Πνг имеет только одну компоненту, ориентированную вдоль
оси аппликат, то, выполнив дифференциальную операцию векторного
анализа, заменив указанные экспоненты первыми четырьмя членами
ряда Маклорена и проинтегрировав по z0, после приведения подобных
членов для нитевидного источника получим:

ϕΓ(r, z) =
iI

4πωεν

{
I4(lи, zи, r, z)− I4(−lи,−zи, r, z)− ikνI5(r, z)+

+ k2ν [I6(lи, zи, r, z)− I6(−lи,−zи, r, z)]− ik3νI7(r, z)−
− k4ν [I8(lи, zи, r, z)− I8(−lи,−zи, r, z)]

}
. (12)

Задача несколько усложняется, если поперечный размер источника
имеет тот же порядок, что и расстояние rа (как это может иметь ме-
сто в случае перемычек межслойной коммутации или при вычислении
коэффициента передачи канала связи): тогда правая часть выражения
(12) должна быть проинтегрирована по площади поперечного сече-
ния S, что, впрочем, не может вызвать принципиальных затруднений.
Если же источник и приемник поля имеют одинаковые поперечные
размеры t (в направлении, перпендикулярном направлению распро-
странения волны), то для учета поперечного размера канала связи t и
усреднения потенциала вдоль этого же направления двукратное инте-
грирование можно провести, используя метод средних геометрических
расстояний (СГР), что позволит существенно упростить выражение
для потенциала. При вычислении таких интегралов метод СГР обес-
печивает высокую точность, если максимальный размер области, где
вычисляется поле, превосходит интервал интегрирования хотя бы на
десятичный порядок [17]; такое соотношение нередко выполняется.
Примем такую ориентацию системы координат, при которой источник
и приемник поля расположены на оси абсцисс. Тогда, проинтегрировав
divΠνг по z0 аналитически, а по ординатам y и y0 при помощи метода

4Объект-источник не обязательно является круглым и под диаметром понимается
наибольшая из хорд его поперечного сечения.
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СГР, получим, что потенциал поля помехи в ν-м слое описывается
формулой (12), в которой r = rx =

√
(x− x0)2 + t2c ; tс = t exp(−3/2)

— СГР отрезка прямой, который имеет длину t, от самого себя.
Главная составляющая ЭДС помехи при сформулированных допу-

щениях
uΓ = ϕΓ(ra, zп + lп)− ϕΓ(ra, zп). (13)

Пример использования методики. Рассмотрим расчет ЭДС по-
мехи, наведенной вертикальным проволочным выводом микросхемы,
заключенной в металлический корпус, в таком же соседнем выво-
де. Соответствующая конструкция схематично приведена на рис. 1.
Диэлектрики с диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε2 полагаем
непроводящими и немагнитными.

Вычисление главной составляющей ЭДС помехи uΓ проводится
по формулам (12) и (13). Вычислим поправку. При расчете эквива-
лентной диэлектрической проницаемости εэ в качестве главной со-
ставляющей примем потенциал поля диполя и его зеркального изо-
бражения в однородной среде со свойствами верхнего полупростран-
ства. Следуя рекомендациям работы [7], потенциал электрического
поля в квазистационарном приближении для верхнего слоя струк-
туры, представленной на рис. 1, будем описывать с помощью мате-
матической модели Φϕ2 = exp(−λ|z − z0|) + s2(λ) exp[λ(z − z0)] +
+ p2(λ) exp[λ(z0 − z)], а для нижнего слоя — с помощью модели
Φϕ1(λ, z, z0) = s1(λ) exp[λ(z − z0)] + p1(λ) exp[λ(z0 − z)]. Записав с
помощью этих выражений граничные условия [7], получим систе-
му интегральных уравнений относительно неизвестных sν(λ) и pν(λ)
(ν = 1, 2); число уравнений 4 необходимо и достаточно для отыска-
ния всех неизвестных функций s и p. С помощью интеграла Фурье–
Бесселя [5] переходим к системе линейных алгебраических уравнений;

Рис. 1. Физическая модель микросхемы на диэлектрической подложке в метал-
лическом корпусе с вертикальными проволочными выводами
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тогда граничные условия примут вид:

s2(λ) exp[λ(H − z0)] + p2(λ) exp[λ(z0 −H)] + exp(λ|H − z0|) = 0;

s2(λ) exp[λ(h− z0)] + p2(λ) exp[λ(z0 − h)] + exp(−λ|h− z0|) =
= s1(λ) exp[λ(h− z0)] + p1(λ) exp[λ(z0 − h)];

s1(λ) exp(−λz0) + p1(λ) exp(λz0) = 0;

ε2
{
s2(λ) exp[λ(h− z0)]− p2(λ) exp[λ(z0 − h)] + exp(−λ|h− z0|)

}
=

= ε1
{
s1(λ) exp[λ(h− z0)]− p1(λ) exp[λ(z0 − h)]

}
.

Решив эту систему уравнений, получим

s2 =
2ε2

(ε1D − ε2){exp[2λ(h− z0)] + exp(−2H)} ;

p1 = −s21− exp[2λ(H − h)]

1 + exp[2λ(H − h)]
;

s1 = −p1 exp(−2λz0); p2 = −s2 exp[2λ(H − z0)]− 1,

(14)

где D =
1 + exp(−2h)
1− exp(−2h)

1− exp[2λ(H − h)]

1 + exp[2λ(H − h)]
.

Выделив с помощью тождества Вебера–Липшица [7] главные со-
ставляющие потенциалов, получим, что для расчета эквивалентной ди-
электрической проницаемости εэ надо использовать формальную раз-
ностную математическую модель среды qε1(λ) = s1(λ) exp[λ(z−z0)]+
+ p1(λ) exp[λ(z0− z)]− exp(−λ|z+ z0|)− exp(−λ|z− z0|) для нижнего
слоя и модель qε2(λ) = s2(λ) exp[λ(z − z0)] + p2(λ) exp[λ(z0 − z)] −
− exp(−λ|z+ z+0|) для верхнего слоя, которые вычисляются с помо-
щью формул (14).

Формирование разностной математической модели конструкции
для расчета эквивалентной магнитной проницаемости μэ проводим
аналогично. Поскольку оба слоя считаются немагнитными, при рас-
чете μэ используется только одна разностная математическая модель.
Вектор-потенциал поля в квазистационарном приближении для обоих
слоев структуры, представленной на рис.1, опишем функцией

ΦA(λ, z, z0) = p(λ) exp[λ(z0−z)]+s(λ) exp[λ(z−z0)]+exp(−λ|z−z0|,
где

p(λ) =
1− exp(−λH)

exp[λ(H + z0)]− 1 − exp(−λH);

s(λ) =
1− exp(−λH)

exp(−2λz0)− exp[λ(H − z0)]
.
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Выделив с помощью тождества Вебера–Липшица [7] главные со-
ставляющие вектор-потенциала, получим, что для расчета эквивалент-
ной магнитной проницаемости надо использовать математическую мо-
дель

qμ(λ) = p(λ) exp[λ(z0 − z)] + s(λ) exp[λ(z − z0)]− exp(−λ|z + z0|.
Поскольку диэлектрическая проницаемость меняется вдоль оси ап-

пликат, с учетом обозначений координат на рис. 1 и формул (10) и (11)
выражения для kэ и k′э примут следующий вид:

kэ = ω

√√√√√√√√√√√√

ε0μ0

H∫
H−l

qμ(λ12, H − l, z0)dz0

h∫
H−l

qε1(λ12, H − l, z0)dz0 +

H∫
h

qε2(λ12, H − l, z0)dz0

; (15)

k′э = ω

√√√√√√√√√√√√

ε0μ0

H∫
H−l

qμ(λ12, H, z0)dz0

h∫
H−l

qε1(λ12, H, z0)dz0 +

H∫
h

qε2(λ12, H, z0)dz0

. (16)

Интегралы в формулах (15) и (16) легко вычислить с помощью
квадратурной формулы Гаусса на два узла [15], после чего поправкa
Δuп рассчитывается по формуле (4) как разность потенциалов концов
приемника:

Δuп = ϕп(zп + lп, ra)− ϕп(zп, ra).

В результате ЭДС помехи uп = uг + Δuп. В частотной области
помеху можно моделировать, добавляя источник напряжения uп. Во
временной области задача решается сложнее. Универсальным мето-
дом моделирования помехи как в частотной, так и во временной обла-
сти будет использование эквивалентной электрической схемы канала
связи.

Получение эквивалентной схемы. Параметры эквивалентной
схемы беспроводного канала электромагнитной связи найдем, вос-
пользовавшись известным методом Элмора [18] — методом моментов.
Как показано в работе [1], этот метод описывает интегральные харак-
теристики переходного процесса как в электрически коротких, так и
в электрически длинных каналах связи. С формальной, математиче-
ской точки зрения моменты импульсной характеристики аналогичны
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Рис. 2. Эквивалентные схемы моделирующих четырехполюсников:
a — обобщенная; б — уточненная

коэффициентам разложения плотности распределения значений слу-
чайной величины в ряд Грама–Шарлье типа А [19], хорошо известный
в математической статистике. Абсолютная величина первого момента
по Элмору является широко принятой интегральной характеристи-
кой переходного процесса — оценкой времени его задержки, что дает
возможность потребовать от модели точного воспроизведения вре-
мени задержки. Моделировать канал связи будем с помощью двух
П-образных четырехполюсников одинаковой морфологии (рис. 2, а).
Первый из них должен моделировать распространение помехонесуще-
го поля от точки с аппликатой zи на поверхности источника (r = 0) в
точку с аппликатой zп на поверхности приемника (r = ra), т.е. между
крайними нижними точками канала связи. Второй четырехполюсник
включается аналогично между крайними верхними точками источника
и приемника. Для электрически коротких проводников этого должно
быть достаточно, поскольку в квазистационарном приближении, на
основе которого функционирует подсистема схемотехнического про-
ектирования САПР, в соответствии с законом Ома для участка цепи ток
помехи формируется разностью потенциалов его концов. При опреде-
лении параметров моделирующих четырехполюсников ограничимся
первыми двумя членами ряда Маклорена для коэффициента передачи
канала связи, поскольку по Элмору члены с более высокими степенями
частоты на время задержки не влияют [1, 18]. Принятое приближение
тонкого провода позволяет считать, что наличие объекта-приемника
не вызывает возмущения поля, поэтому можно полагать, что канал
электромагнитной связи и моделирующие его четырехполюсники на-
гружены на характеристический импеданс среды Zх, который, как
известно [3, c. 449], равен отношению напряженностей электрическо-
го (Еν) и магнитного (Нν) полей. Аналитические выражения для Еν

и Нν элементарного источника поля в однородной среде дaвно полу-
чены, хорошо известны [20, с. 244] и будут использованы при расчете
импеданса Zх.
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Рассчитаем импеданс Zх. В точке с аппликатой zп на поверхности
приемника (r = ra) с учетом формул (4) и (12) потенциал

ϕΣ(ra, zп) = ϕΓ(ra, zп) + ϕп(ra, zп) =M [I4(lи, zи)− I4(−lи,−zи)+

+ I0/lи − ikνI5 + ikэ], (17)

где амплитудный множитель M =
i I

4πωεν
[3, с. 514].

Создаваемая объектом-источником напряженность электрического
поля в канале связи

Eν = −
[
gradϕΣ +

zи+lи∫
zи

i(kνAΓ + kэAп)
]
, (18)

где AΓ = ikνΠΓ — вектор-потенциал элементарного источника поля,
соответствующий главной составляющей поля; вычисление поправки
Aп рассматривалось ранее (см. формулу (6) и далее).

По формулам (18) и (2) с учетом только членов, влияющих на
формирование времени задержки, получим

Eν =

zи+lи∫
zи

− grad(− divΠνΓ)− 1

4πενlи

zи+lи∫
zи

grad
exp(ikэR)

R
dz0.

Hапряженность магнитного поля Нν связана с поляризационным
потенциалом известным соотношением [5, c. 444]. Воспользовавшись
для вычисления Еν и Нν аналитическими выражениями для напряжен-
ностей поля элементарного источника поля в однородной среде [20],
выполнив дифференцирование по координатам, заменив экспоненты
отрезками рядов Маклорена по степеням частоты, сохранив члены с
показателями степени менее трех и проинтегрировав по z0 от zи до
zи + lи, а также введя обозначение p = iω, получим:

Zx = Eν/Hν = (a0 + pa1)/(pb1 + p2b2), (19)

где a0 = −ζ1 + ζ2 − ζ3 + ζ4; a1 = −ζ5√ε0εэμ0μэ
/
lи;

b1 = εν
√
ε0ενμ0μν (−ζ6 + ζ7 + ζ8 − ζ9); ζ1 =

ra

r2a + (z − zи − lи)2
;

ζ2 =
ra

r2a + (z − zи)2
; ζ3 =

ra

r2a + (z + zи + lи)2
; ζ4 =

ra

r2a + (z + zи)2
;

ζ5 =
√
r2a + (z − zи − lи)2 −

√
r2a + (z − zи)2; ζ6 =

z − zи − lи

r2a + (z − zи − lи)2
;

ζ7 =
z − zи

r2a + (z − zи)2
; ζ8 =

z + zи + lи

r2a + (z + zи + lи)2
; ζ9 =

z + zи

r2a + (z + zи)2
;
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b2 = −ωενμν

zи+lи∫
zи

rotGdz0; величина G определена формулой (6) при

q = qμ.
Реализовав операцию rot и использовав приведенный вариант5 ал-

горитма вычисления G, получим

b2 =
4

3
ωενμν

N∑
ν=1

λ2ν2J1(λν2r)

zи+lи∫
zи

qμ(λν2, z, z0) dz0.

Функция qμ особенностей не имеет и интегрирование по перемен-
ной z0 несложно выполнить при помощи одной из известных прибли-
женных квадратурных формул.

При получении формулы (19) учитывались только члены со степе-
нями переменной p, участвующими в формировании времени задерж-
ки.

Для крайних нижних точек канала связи коэффициент передачи по
напряжению

K(ω) =
[
ϕΓ
(√

r2a + t2c , zп
)
+ ϕп

(√
r2a + t2c , zп

)]/
[ϕΓ(tc, zи) + ϕп(tc, zи)],

где парциальные потенциалы ϕΓ и ϕп определяются по формулам (4)
и (12), в которых в соответствии с методом СГР при вычислении
потенциала приемника r =

√
r2a + t2c , а при вычислении потенциала

источника r = tc.
Тогда с учетом формулы (12) имеет вид:

K(0) =

=
I4(lи, zи,

√
r2a+t

2
c , zп)−I4(−lи,−zи,

√
r2a+t

2
c , zп)+I0(

√
r2a+t

2
c , zп)/lи

I4(lи, zи, tc, zи)− I4(−lи,−zи, tc, zи) + I0(tc, zи)/lи
,

(20)

где

I0
(√

r2a + t2c , zп
)
= Arsh

zи + lи − zп√
r2a + t2c

+Arsh
zп − zи√
r2a + t2c

;

I0(tc, zи) = Arsh
zи + lи − zп

t2c
+Arsh

zп − zи

t2c
.

Время задержки переходного процесса каналом для крайних ниж-
них точек

τ =

√
ε0μ0

[√
ενμnuI5(tc, zи) +

√
εэμэ

]
I4(lи, zи, tc, zи)− I4(−lи,−zи, tc, zи) + I0(tc, zи)/lи

−
5Выбор вариант алгоритма не принципиален и зависит от требуемой степени

точности вычислений.
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−
√
ε0μ0

[√
ενμnuI5

(√
r2a + t2c , zп

)
+
√
εэμэ

]
I4(lи, zи,

√
r2a+t

2
c , zп

)−I4(−lи,−zи,√r2a+t
2
c , zп

)
+I0(

√
r2a+t

2
c , zп

)/
lи
.

(21)

Анализ соотношения (21) показывает, что время задержки по Эл-
мору зависит как от свойств ν-го слоя, так и от свойств слоистой среды
в целом.

Для моделирования канала была принята симметричная П-образная
схема. Как известно [21], коэффициент передачи по напряжению для
такого четырехполюсника

KΠ(p) = (1 + YΠZΠ + ZΠ/Zн)
−1,

где сопротивление нагрузки Zн = Zx; остальные обозначения ясны из
рис. 2 а.

Для получения параметров моделирующего четырехполюсника не-
обходимо равенство времен задержки (по Элмору) (коэффициентов
передачи на постоянном токе) для моделируемого канала и четырех-
полюсника. Как показывает анализ структуры выражений (20) и (21),
требуемые равенства можно обеспечить простейшей схемой замеще-
ния, представленной на рис. 2, б. Тогда YΠ = pC1, ZΠ = 1/(pC2), где

C1 =
b2 − a1b1/a0

τa0K(0)/[1−K(0)]− a1
− b1/a0;

C2 =
b2/a1 − b1/a0

[K(0)− 1]/K(0) + τa0/a1
.

Эти значения емкостей позволяют точно (по Элмору) смоделиро-
вать время задержки переходного процесса в канале электромагнитной
связи, учитывая составлющие поля, в том числе поле излучения [20].
Параметры второго моделирующего четырехполюсника рассчитывают
аналогично с той лишь разницей, что в расчетные формулы подставля-
ют координаты крайних верхних точек канала связи. Использование
предлагаемой схемы замещения канала связи позволяет существенно
повысить размерность проектных задач микроэлектроники, решаемых
на необходимом научно-техническом уровне.

Вывод. Описанный подход к вычислению интегралов Зоммер-
фельда и предложенная эквивалентная схема могут использоваться
для моделирования электромагнитного поля произвольно ориентиро-
ванных излучателей в различных технических областях, в том числе
при разработке математического и программного обеспечения САПР
микроэлектронных модулей.
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