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АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ ГРАНИЦ ОБЛАСТИ
ДОСТИЖИМОСТИ ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА
С УЧЕТОМ ТЯГИ

Рассмотрена задача оценки области достижимости летательно-
го аппарата в трехмерном пространстве. Параметризовано опи-
сание границ области достижимости, при этом параметрами
являются угол крена летательного аппарата, положение точки пе-
реключения знака тангенциальной перегрузки (тяги) на временно́м
интервале, а также положение точки выключения/переключения
нормальной перегрузки. На основе параметризации управления ле-
тательного аппарата получен алгоритм вычисления границ про-
странственной области достижимости и управлений летатель-
ного аппарата.

Результатом решения задачи классической теории оптимального упра-
вления является оптимальная траектория движения исследуемого объекта.
Введение в рассмотрение ансамбля траекторий, областей неопределенности,
управляемости, достижимости и других обобщений позволяет существен-
но расширить возможности анализа задач управления. В настоящей работе
исследовано расширение анализа в классе задач управления на основе обла-
стей достижимости (ОД). Для динамических объектов типа летательного
аппарата (ЛА) знание динамики развития ОД [1, 2] позволяет оценивать
возможную область действия ЛА, его маневренность, а также области воз-
можного взаимодействия ЛА. Динамика ОД может быть описана динами-
кой ее границ. Однако расчет структур управлений, приводящих на границу
ОД и формирующих таким образом ее облик, представляет собой весьма
сложную задачу оптимального управления, особенно для нелинейных мате-
матических моделей больших размерностей. В настоящей работе приведен
алгоритм формирования ОД для системы нелинейных дифференциальных
уравнений, описывающей динамику ЛА.

Приведение математической модели ЛА к компактной форме на
основе суб-(супер-)достижимости (или энерговооруженности) и специ-
альных систем координат. Как известно (например, [2, с. 263]), движение
центра масс ЛА в нормальной земной системе координат (СК) OXY Z опи-
сывается следующей системой нелинейных дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V̇ = g(nт − sinΘ);
Θ̇ = g/V (n cos γc − cosΘ) ;
Ψ̇ = −gn sin γc/V cosΘ;
Ẋ = V cosΘ cosΨ;

Ẏ = V sinΘ;

Ż = −V cosΘ sinΨ,

(1)

где nт и n — тангенциальная и нормальная перегрузки; γс — скоростной угол
крена; g — ускорение свободного падения.

Вектор управления ЛА принимает вид
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uт = (nт, n, γc) ; |nт| � nmт ; |n| � nm; |γc| � π,

где m — индекс располагаемой перегрузки.
При достаточной энерговооруженности ЛА, когда массой ЛА по срав-

нению с силой тяги и аэродинамической силой можно пренебречь, а также
в альтернативном варианте в соответствии с условиями суб-(супер-)дости-
жимости [2, с. 271] система (1) принимает вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V̇ = gnт;

Θ̇ =
(
g/V

)
cos γc;

Ψ̇ = − (
g/V cosΘ

)
n sin γc;

Ẋ = V cosΘ cosΨ;

Ẏ = V sinΘ;

Ż = −V cosΘ sinΨ,

(2)

где условия суб-(супер-)достижимости представляются как

|nт| � nт(n̄т); |n| � (n);
nт = nmт − 1; n̄т = nmт + 1; n = nm − 1; n̄ = nm + 1.

(3)

Введение неподвижных СК O0X0Y0Z0, O0XνYνZν , полускоростной тра-
екторной СК O1XkYkZk, специальной траекторной O1XскYскZск, где O1 —
центр масс ЛА [2, с. 262–263, с. 272–273] позволяет задать координаты целе-
вой точки O′ на заданном направлении ν в двумерном пространстве (рис. 1).

Координаты целевой точки O′ в СК O0XνYνZν имеют вид [2, с. 273]

⎡
⎢⎣

X ′
0

Y ′0
Z ′0

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

νX(
ν2Y + ν2Z

)1/2
0

⎤
⎥⎦ , (4)

где (νX , νY , νZ) — координаты целевой точки O′ в СК O0X0Y0Z0.
Окончательно описать движение центра масс ЛА и управляющие силы в

неподвижной земной СК O0XνYνZν с учетом специальной траекторной СК

Рис. 1. Неподвижная СК O0XνYνZν
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O1XскYскZск имеют вид [2, с. 272–273]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V̇ν = gnт;

Θ̇ν =
(
g/Vν

)
n cos γск;

Ψ̇ν = −
(
g/Vν cosΘν

)
n sin γск;

Ẋν = Vν cosΘν cosΨν ;

Ẏν = Vν sinΘν ;

Żν = −Vν cosΘν sinΨν ,

(5)

где управление ЛА в СК O0XνYνZν имеет вид

uт = (nт, n, γск) ; γc = γск + γν ; γν = arctg
νZ
νY

.

Тогда вектор управления в СК OXY Z или O0X0Y0Z0 можно представить в
виде

u =

⎡
⎢⎣

nт

n

γc

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

nт

n

γск

⎤
⎥⎦+

⎡
⎢⎣
0

0

γν

⎤
⎥⎦; |nт| � nт (n̄т) ; |n| � n (n̄) ;

nт = nmт − 1; n̄т = nmт + 1; n = nm − 1; n̄ = nm + 1.

(6)

Общая характеристика способа оценки области достижимости.
Область достижимости G(t0, T ) в момент времени T из начальной точ-
ки xg(t0) и начального момента t0 определяется как множество значений
вектора координат Yg(T ) в момент времени T , полученных при всевозмож-
ных допустимых управлениях u(t) ∈ U(t0 � t � T ) и начальном условии
xg(t0). Очевидно, что динамика ОД может быть описана динамикой ее гра-
ниц. Если движение исследуемого объекта описывается линейной системой
уравнений, то существуют относительно простые способы построения гра-
ницы ОД с использованием функций перехода. Эта методика существенно
использует выпуклость ОД линейных систем [1]. Для нелинейных систем
свойство выпуклости ОД в общем случае не имеет места. Поэтому для них
задача определения границ ОД или приводящих на границу ОД граничных
управлений может быть сформулирована в следующем виде. Необходимо
в пространстве координат OgXgYgZg выбрать направление ν, например за-
дав прямую, проходящую через начальное положение центра масс ЛА O0
и некоторую другую точку O′ этого пространства (рис. 2), и решить две
отдельные задачи:

1) найти управление, максимизирующее расстояние R2(T ), пройденное
объектом за фиксированное время T в направлении ν;

2) найти управление, минимизирующее расстояние R2(T ), пройденное
объектом за фиксированное время T в направлении ν.

Варьируя направление ν в пространстве координат и каждый раз решая
эти две поставленные задачи, можно сделать поточечную оценку ОД для
фиксированного времени T (рис. 3).

При решении обеих задач желательно выявить структурные свойства
оптимального в смысле общих критериев (maxR2(T ) и minR2(T )) упра-
вления, не зависящие от конкретного направления ν и времени T . Знание
структуры граничного управления существенно упрощает определение гра-
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Рис. 2. К задаче достижения экстремума расстояния в направлении ν за фикси-
рованное время T

Рис. 3. Поточечная оценка области достижимости

ниц ОД в фиксированный момент времени T . Отметим, что решению задачи
минимизации R2(T ) соответствует управление со структурными свойствами
предельного быстродействия [2], а решению задачи максимизации R2(T ) — в
общем случае некоторая другая структура управления (например, в виде осо-
бого управления по Габасову–Кирилловой [3]), которую также необходимо
определить.

Рассмотрим кратко вопрос существования оптимальных управлений в
рамках данных задач.

В общем случае существуют такие направления ν0, νm+1 (см. рис. 3),
для которых вообще не найдется никаких управлений, удовлетворяющих
краевым условиям за фиксированное время T . Также возможна ситуация,
когда существует единственное допустимое управление, обеспечивающее
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попадание в ОД. В этом случае оно является решением для обеих задач (см.
рис. 3; ν1, νm). Наконец, существуют такие направления (от ν2 до νm−1), для
которых допустимое управление не единственное. Тогда существуют несо-
впадающие решения каждой из поставленных задач.

В работе [2] приведено решение задачи управления, доставляющего экс-
тремум расстояния, пройденного в направлении ν, получен вид оптимально-
го управления u0(t) на интервале управляемого движения [t′, T ] (t′ � t0) на
основе гипотезы о постоянстве скорости (nт = 0 ⇒ V̇ = 0 ⇒ V = const)
объекта (например, если ЛА — ракета), описываемого динамикой (5), в про-
гнозируемом времени τ на программном такте программно-корректируемого
закона управления (ПКЗУ) [t′, T ], где τ = T − t′, т.е. Vi(T ) = Vi(t

′), приме-
няемого на интервале [t′, t′′], где [t′′, T ] — следующий программный такт
ПКЗУ с Vi(T ) = Vi(t

′′).
Решим задачу оптимизации управления, доставляющего экстремум рас-

стояния, пройденного в направлении ν объектом, динамика которой описы-
вается системой нелинейных дифференциальных уравнений (5), при пере-
менной скорости, т.е. с учетом тяги ЛА — самолета.

Задача оптимизации R2(T ) = X2
ν + Y 2ν . Далее для упрощения записи

все индексы опущены. Критерий минимизации (максимизации) расстояния
R2(T ) в заданном направлении ν имеет вид

J = min
u

(
X2(T ) + Y 2(T )

)
(или J = max

u

(
X2(T ) + Y 2(T )

)
). (7)

Начальные условия при t0 = 0 в выбранной СК O0XvYνZν следующие:

X(0) = Y (0) = Z(0) = Θ(0) = Ψ(0) = 0, V (0) = Vзад. (8)

Конечные условия на подвижном правом конце траектории при tk = T в
соответствии с уравнением (5) и рис. 1 следующие:

F1 = X(T )− CY (T ) = 0, (9)

где C =
νX(

ν2Y + ν2Z
)1/2 ;

F2 = Z(T ) = 0; (10)

V (T ) = var; Θ(T ) = var; Ψ(T ) = var. (11)

Запишем гамильтониан системы (5):

H = ΨXV cosΘ cosΨ +ΨY V sinΘ−ΨZV cosΘ sinΨ+

+ΨV gnт +ΨΘ
(
g/V

)
n cos γск −ΨΨ

(
g/V cosΘ

)
n sin γ.

(12)

Необходимо отметить, что гамильтониан (12) линеен относительно упра-
вления.

В соответствии с методологией принципа максимума Понтрягина [4]
сопряженная система принимает вид
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Ψ̇V = −∂H

∂V
= −ΨX cosΘ cosΨ−ΨY sinΘ + ΨZ cosΘ sinΨ+

+ΨΘ
ng cos γ

V 2
−ΨΨ ng sin γ

V 2 cosΘ
;

Ψ̇X = −∂H

∂X
= 0; Ψ̇Y = −∂H

∂Y
= 0; Ψ̇Z = −∂H

∂Z
= 0;

Ψ̇Θ = −∂H

∂Θ
= ΨXV sinΘ cosΨ−ΨY V cosΘ−

−ΨZV sinΘ sinΨ +ΨΨ
ng sin γ sinΘ

V cos2Θ
;

Ψ̇Ψ = −∂H

∂Ψ
= ΨXV cosΘ sinΨ +ΨZV cosΘ cosΨ.

(13)

Окончательно для определения ближней и дальней границ области до-
стижимости (суб-(супер-)достижимости) в направлении ν сформирована си-
стема соотношений (3)–(6) и условий (8)–(13).

Замечание 1. Проведение исследований для энерговооруженных ЛА при-
водит к замене в соотношении (3) nт (n̄т) и n (n̄) на n

m
т и n

m соответственно.

Замечание 2. При учете силы тяжести ЛА переход к СК O0XνYνZν не
дает описания, подобного системе уравнений (1), так как учет силы тяжести
формирует вторые слагаемые правых частей первых двух уравнений системы
(1) только на основе связи полускоростной СК O1XkYkZk и неподвижной
СК OXY Z (или подвижной СК O1XY Z, см. [2, с. 262]). При переходе к
связи траекторной СК O1XскYскZск и неподвижной СК O0XνYνZν вторые
слагаемые первых двух уравнений (1) изменят вид.

В соответствии с работой [4, гл. 1, § 6] общее условие трансверсальности
для задачи с подвижным концом имеет вид

(Ψ ·Λ)|t=T = 0,
где Λ — вектор касательной гиперплоскости к некоторому гладкому много-
образию, которое образовано пересечением гиперповерхностей, составляю-
щих условия подвижного конца.

В данной задаче вектор Λ имеет вид

Λ = (λX , λY , λZ , λΘ, λΨ, λV ) .

В общем случае рассматривается пересечение трех гиперплоскостей в
пространстве (X, Y, Z), определяющих принадлежность точек вектора

x(T ) = (X(T ), Y (T ), Z(T ), Θ(T ), Ψ(T ), V (T ))

на правом конце при t = T в пространстве⎧⎪⎨
⎪⎩

f1 = X2(T ) + Y 2(T )− J0 = 0;

f2 = F1 = X(T )− CY (T ) = 0;

f3 = F2 = Z(T ) = 0,

где J0 = opt
u

(
X2(T ) + Y 2(T )

)
; С — заданная величина; Θ(T ) = var,

Ψ(T ) = var, V (T ) = var — свободные переменные.
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Замечание 3. Исследование условий трансверсальности в задаче с по-
движным правым концом траектории при t = T и переменной скорости ЛА
приводит к следующему результату:

Ψ(T ) = (ΨX(T ), ΨY (T ), ΨZ(T ), ΨV (T ), ΨΘ(T ), ΨΨ(T )) =

= (CX , CY , CZ , 0, 0, 0) , (14)

где CX , CY , CZ — фиксированные неизвестные величины.
Замечание 4. В ходе решения задачи поиска экстремума R2(T ) было

выявлено, что функция Гамильтона линейно зависит от управления, что сви-
детельствует о возможности существования особого управления. Это особое
управление, претендующее на оптимальность, имеет вид

n0особ (τ) = 0, τ ∈ [t∗, T ] , (15)

где t∗ — момент выключения управления.
Анализ структурных свойств оптимального управления uт =

= (nт, n, γ) на ближней, дальней и боковой границах ОД в направлении
ν. Общая структура nт, n, γ и ход решения задачи оптимизации.

В соответствии с принципом максимума и результатами [2, с. 275] мак-
симум (минимум при максимизации показателя J) H достигается при

n0т = +(−)n′т sign (gΨV (t)) = +(−)n′т sign (ΨV (t)) ; (16)

n0 = +(−)n′ sign
(
g

(
ΨΘ cos γ

V
− ΨΨ sin γ

V cosΘ

))
, (17)

где знак + соответствует задаче максимизации H , знак − соответствует
задаче минимизации H . Взяв соотношения (17) при V (t) > 0 имеем

n0 = +(−)n′ sign
(
g

V

(
ΨΘ cos γ − ΨΨ sin γ

cosΘ

))
=

= +(−)n′ sign
(
ΨΘ cos γ − ΨΨ sin γ

cosΘ

)
. (18)

Аналогично [2, с. 275] из условия

∂H

∂γ

∣∣∣∣
γ0

= n

(
−ΨΘ sin γ − ΨΨ cos γ

cosΘ

)∣∣∣∣
γ0

= 0 (19)

при n �= 0 следует
tg γ0ск = − ΨΨ

ΨΘ cosΘ
, (20)

тогда

γ0c = − arctg ΨΨ
ΨΘ cosΘ

+ arctg
νZ
νY

. (21)

Следует отметить, что для достижения максимума гамильтониана по пе-
ременной γ необходимо равенство нулю выражения (19) и достаточно вы-
полнения условия

∂2H

∂γ2

∣∣∣∣
γ0

< 0. (22)
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Исследуем знак неравенства (22) подобно тому, как это сделано в работе [2,
с. 276]:

∂2H

∂γ2

∣∣∣∣
γ0
= n

(
−ΨΘg cos γ

0

V
+
ΨΨg sin γ

0

V cosΘ

)
< 0

или

n

(
ΨΘg cos γ

0

V
− ΨΨg sin γ

0

V cosΘ

)
> 0. (23)

При условии, что перегрузка n принимает оптимальное значение в соот-
ветствии с формулой (17), условие (23) принимает вид

n′ sign
(
ΨΘg cos γ

0

V
− ΨΨg sin γ

0

V cosΘ

)
×

×
(
ΨΘg cos γ

0

V
− ΨΨg sin γ

0

V cosΘ

)
> 0 (24)

или

n′
∣∣∣∣ΨΘg cos γ

0

V
− ΨΨg sin γ

0

V cosΘ

∣∣∣∣ > 0.
Поскольку n′ > 0, то достаточное условие (22) в виде (24) справедливо

всегда, если выполняется условие (17). Поэтому формулы (17) и (21) опре-
деляют оптимальные значения параметров управления n0 и γ0 всегда, кроме
отдельных моментов времени, оговоренных далее и называемых моментами
переключения, когда n0 терпит разрыв первого рода. В случае если такой
момент времени является началом участка особого управления (далее будет
показано, что n0особ = 0), то γ может быть любым, допустимым в соответ-
ствии с формулой (19).

Оптимальное значение параметра γ0 в явном виде не зависит от параме-
тра управления n0, а n0 явно зависит от текущего значения крена, поэтому
сначала необходимо определить, какой конкретно вид имеет оптимальная
программа изменения угла крена γ.

Предположим, что осуществляется “плоское” движение с креном

γ = γ(t) = 0, (25)

тогда система (5) упрощается, поскольку

Ψ̇(t) = 0 ⇒ Ψ(t) = const = Ψ(0) = Ψ(T ) = 0, (26)

что, в свою очередь, ведет к соотношению

Ż(t) = 0 ⇒ Z(t) = const = Z(0) = Z(T ) = 0.

При этом удовлетворено конечное условие (10).
Следующее преобразование уравнения для Ψ̇Ψ из (13) с учетом системы

уравнений (5) дает
Ψ̇Ψ = CX Ż + CZẊ. (27)

Учитывая выражение (26), уравнение (27) принимает вид

Ψ̇Ψ = CZẊ. (28)

Далее следует ответить на вопрос, может ли быть осуществлено плос-
кое движение (25) в классе экстремалей Понтрягина, определяемых уравне-
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нием (20). Очевидно, что если обеспечить условие

ΨΨ(t0) = ΨΨ(T ) = 0, (29)

то ответ на вопрос будет положительным.
Для момента времени t = T справедливо условие

ΨΘ(T ) = ΨΨ(T ) = 0.

Поэтому ясно, для выполнения соотношения (29) необходимо и достаточно,
чтобы

Ψ̇Ψ(t) = 0.

Это вполне можно обеспечить, если принять

ΨZ(T ) = ΨZ(t) = ΨZ(t0) = CZ = 0. (30)

Кроме того, если выполняется условие (25), то формула (18) приобретает
вид

n0 = n′ sign
(
ΨΘg

V

)
= n′ sign (ΨΘ) .

Таким образом, движение с параметрами управления

⎧⎪⎨
⎪⎩

n0т = n′т sign (ΨV ) ;

n0 = n′ sign (ΨΘ) ;

γ0(t) = 0

(31)

является экстремалью Понтрягина.
В соответствии с уравнением (6) экстремальное управление в исходной

системе (2) будет иметь вид

u0 =

⎡
⎢⎣

n0T

n0

γ0C

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

n0T

n0

γ0

⎤
⎥⎦+

⎡
⎢⎣
0

0

γν

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

n′т sign (ΨV )

n′ sign (ΨΘ)
arctg νZ/νY

⎤
⎥⎦ . (32)

Для системы (2) всегда существует множество направлений ν, для каждо-
го из которых условия F1 и F2, накладываемые на правый конец траектории,
могут быть удовлетворены только при помощи единственного управления

u0 =

[
±n′т, ±n′, arctg

νZ
νY

]т
,

являющегося частным случаем управления (32). Для каждого из множества
таких направлений плоское движение (31) является единственной экстре-
малью. Из единственности экстремали следует ее оптимальность. Отсюда
можно сделать вывод об оптимальности движения в плоскости.

Теперь необходимо определить оптимальное управление перегрузкой n0

и тягой n0т при движении с креном γ0(t) = 0 в плоскости XνOYν с учетом
краевых условий (8), (14).

Исследование плоского движения ЛА с учетом тяги. С учетом формул
(25), (29) и (30) исходная система (2) принимает вид
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

V̇ = gnт;

Θ̇ =
(
g/V

)
n;

Ẋ = V cosΘ;

Ẏ = V sinΘ.

(33)

Вектор управления представляется как

u = [nт, n]
т , |nт| � n′т, |n| � n′. (34)

Критерий минимизации (максимизации) расстояния R2(T ) в заданном
направлении ν остается неизменным и имеет вид (7).

Начальные условия системы (33):

t0 = 0, X(0) = Y (0) = Θ(0) = 0, V (0) = V0. (35)

Конечные условия системы (33):

tk = T = const, F1 = X(T )− CY (T ) = 0,

Θ(T ) = var, V (T ) = var.
(36)

Система (33) с вектором управления в виде (34), начальными услови-
ями (35) и конечными условиями (36) эквивалентна системе, рассмотрен-
ной в работе [5], где были получены структуры оптимальных управлений
u0 =

[
n0т , n

0
]
, с той лишь разницей, что в работе [5] решалась задача пе-

ревода системы (33), (34) в начало координат из произвольной точки на
плоскости XOY .

В частном случае, когда nт = 0 скорость ЛА становится постоянной
V (t) = V (0) = const, система (33) упрощается и принимает вид:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Θ̇ = (g/V )n;

Ẋ = V cosΘ;

Ẏ = V sinΘ.

V = const; u = n � |nm| ; (37)

Система имеет аналитическое решение. Структуры оптимального управле-
ния и вид ОД системы (37) найдены в работе [2].

Система (33), (34) может быть представлена в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ = V cosΘ;

Ẏ = V sinΘ;

Θ̇ =
(
g/V

)
nmu1;

V̇ = gnmт u2,

(38)

где

nmu1 = n, nmт u2 = nт, us = [u1, u2]
т , |u1| � 1, |u2| � 1, (39)

при этом управление нормировано.
Как известно, например из работы [6, гл. 9], решение краевой задачи

со структурами uт = (nт, n, γ) в форме (15), (17), (20) методами прогонки
позволяет найти векторы

xopt(t) = (X0(t), Y0(t), Z0(t), V0(t), Θ0(t), Ψ0(t)) ;

Ψopt(t) =
(
ΨXopt(t), ΨY opt(t), ΨZopt(t), ΨV opt(t), ΨΘopt(t), ΨΨopt(t)

)
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и, следовательно, определить

uтopt(t) = (nт opt(t), nopt(t), γopt(t)) ,

обеспечивающее попадание на ближнюю и дальнюю границы ОД в напра-
влении ν.

В работе [5] приведено важное свойство системы (38), (39), свидетель-
ствующее о существовании в задаче оптимизации особого участка управле-
ния, равного нулю (nособ = 0). Учитывая этот факт и замечание 4, приходим
к выводу, что задача максимизации расстояния системы (33)–(36) в напра-
влении ν имеет особый участок управления.

Решение краевой задачи (34)–(36), (38), (39) методом прогонки позволило
выявить следующие структуры управлений, приводящих на границы ОД.

Структура управления, приводящего на дальнюю границу ОД, имеет вид

u0д =

[
u1 = ±1
u2 = 1

]
t∈[0, t−]

⋃[
u1 = 0

u2 = 1

]
t∈[t−, T ]

, (40)

где t− — время перехода на особый участок управления nособ = 0.
Структура управления, приводящего на ближнюю границу ОД, имеет вид

u0б =

[
u1 = ∓1
u2 = −1

]
t∈[0, t+1 ]

⋃[
u1 = ±1
u2 = −1

]
t∈[t+1 , T ]

, (41)

где t+1 — момент времени переключения знака управления нормальной пере-
грузкой.

Структура управления, приводящего на боковую границу ОД, имеет вид

u0бок =

[
u1 = ±1
u2 = −1

]
t∈[0, t+2 ]

⋃[
u1 = ±1
u2 = 1

]
t∈[t+2 , T ]

, (42)

где t+2 — момент времени переключения знака управления тягой.
Структуры оптимальных управлений объекта, описываемого динамикой

(38) с начальными условиями (35) при наличии ограничений на управление
(39), приводящие на границы ОД, изображены на рис. 4.

Рис. 4. Структуры оптимальных управлений
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Анализ структуры оптимального управления на ближней, дальней
и боковой границах ОД в направлении ν. Исследование свойств ОД для
системы (33)–(36) позволяет сформировать следующие утверждения.

Утверждение 1. ОД системы, описываемой динамикой (33)–(36), симме-
трична относительно оси OX .

Утверждение 2. Траектории движения системы на интервале времени
[t1, t2] при постоянстве управляющей функции u = [nт, n]

т представляют
собой логарифмические спирали, причем имеется две различных траектории,
соответствующие движению с максимальными по модулю управлениями.
Управление в виде [+n′т; n′ sign(n)]

т соответствует траектории разгона, а в
виде [−n′т; n′ sign(n)]т — траектории торможения.

Утверждение 3. В отличие от системы, описываемой динамикой (37),
ОД которой имеет только две границы: дальнюю, соответствующую задаче
максимизации расстояния в направлении ν, и ближнюю, соответствующую
задаче минимизации [2, гл. 7], ОД для системы (33)–(36) имеет три границы:
дальнюю, ближнюю и боковую.

Боковая граница возникает вследствие того, что дальняя и ближняя гра-
ницы не имеют общих точек, и образуется при движении объекта в течение
некоторого времени с максимальной перегрузкой по траектории торможе-
ния с последующим движением с максимальной перегрузкой по траектории
разгона.

Для получения ОД системы (33)–(36) введем в рассмотрение угол ϕ на-
правления ν, получаемого при задании конечных условий X(T ), Y (T ). Для
этого используем условие подвижного правого конца (9). Тогда

C =
X(T )

Y (T )
=

R cosϕ

R sinϕ
= ctgϕ,

где ϕ — угол между осью OX и направлением ν.
Задача максимизации расстояния в направлении ν приводит на дальнюю

границу ОД, если направление ν лежит в диапазоне углов

ϕ ∈ [−ϕ̄, ϕ̄] , ϕ̄ = arcctg
X (T, us = [u1 = 1, u2 = 1]

т)

Y (T, us = [u1 = 1, u2 = 1]
т)
, (43)

где управление us = [u1 = 1, u2 = 1]
т соответствует траектории разгона с

максимальной нормальной перегрузкой. Управления, приводящие на данную
границу ОД, описываются уравнением (40).

Если направление ν превышает величину ϕ̄, то задача максимизации рас-
стояния в направлении ν приводит на боковую границу ОД при выполнении
условия

ϕ ∈ [−ϕ̃, −ϕ̄]
⋃
[ϕ̄, ϕ̃] ,

где ϕ̃ — максимальное значение угла ϕ, получаемое при построении боковой
границы ОД. Направления ν, характеризуемые значениями углов ϕ̃ и −ϕ̃,
имеют смысл направлений ν1 и νm, представленных на рис. 3. Процедура
получения ϕ̃ приведена далее. Управления, приводящие на данную границу
ОД, описываются уравнением (42).

Задача минимизации расстояния в направлении ν приводит на ближнюю
границу ОД, если направление ν лежит в диапазоне углов

ϕ ∈ [−ϕ̂, ϕ̂] , ϕ̂ = arcctg
X (T, us = [u1 = 1, u2 = −1]т)
Y (T, us = [u1 = 1, u2 = −1]т) , (44)

где управление us = [u1 = 1, u2 = −1]т соответствует траектории торможе-
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ния с максимальной нормальной перегрузкой. Управления, приводящие на
данную границу ОД, описываются уравнением (41).

Задача минимизации расстояния в направлении ν приводит на боковую
границу ОД, если направление ν лежит в диапазоне углов

ϕ ∈ [−ϕ̃, −ϕ̂] ∪ [ϕ̂, ϕ̃] .
Управления, приводящие на данную границу ОД, описываются уравнением
(42).

Таким образом, боковую границу ОД составляют траектории, опреде-
ляемые управлениями (42), причем часть боковой границы является реше-
нием задачи максимизации расстояния в направлении ν, а другая часть —
решением задачи минимизации расстояния в направлении ν. Данные части
боковой границы имеют в каждой из полуплоскостей: Π1 (XOY, Y � 0)
и Π2 (XOY, Y � 0) — по одной общей точке, соответствующей решению
задачи поиска экстремума в направлении ν̃, определяемом углами ±ϕ̃.

Необходимо отметить, если угол ϕ′ направления ν′ не принадлежит диа-
пазону углов (ϕ′ /∈ [−ϕ̃; ϕ̃]), то на заданном интервале времени задача поиска
экстремума в этом направлении не будет иметь решения.

Поскольку ОД объекта, описываемого динамикой (33)–(36), симметрич-
на относительно оси OX (см. утверждение 1), то достаточно рассмотреть
построение ОД только в одной из полуплоскостей: Π1 (XOY, Y � 0) или
Π2 (XOY, Y � 0).

При рассмотрении задачи построения ОД в положительной полу-
плоскости Π1 (XOY, Y � 0) (вторая половина ОД получится отображением
полученной области относительно оси OX) можно выделить три основ-
ные составляющие задачи: получение значения предельного направления
ν̃ в задаче поиска экстремума пройденного расстояния; поточечная оценка
границ ОД системы; поиск управления, доставляющего экстремум рассто-
яния, пройденного объектом в выбранном направлении ν. Сформированы
структуры алгоритмов решения каждой из указанных задач.

Алгоритм получения приближенного значения предельного направления
ν̃ в задаче поиска экстремума пройденного расстояния имеет следующую
структуру.

1. Задание интервала времени T , на котором решается задача поиска
экстремума расстояния.

2. Формирование равномерной сети густотыm по времени t+2 смены зна-
ка тяги nт(t) с минуса на плюс при постоянстве знака нормальной перегрузки
n(t) = const.

3. Для каждого узла сети t+2i = Δt
+
2 i, i = 0,m, t

+
2i ∈ [0, T ], Δt+2 =

T

m
,

выполняется построение точки (Xi, Yi), принадлежащей участку боковой
границы ОД. Структура управления описывается выражением (42). Опреде-
ление угла ϕi направления νi, соответствующего каждой полученной точке,

ϕi = arcctg
Xi

Yi
. (45)

4. Среди найденных направлений νi проводится поиск максимального
значения ϕ̃ = max (ϕi), i = 0,m.

5. Вывод значения ϕ̃ и соответствующего ему времени t̃+2 смены знака
управления.

Алгоритм поточечной оценки границ ОД системы, описываемой дина-
микой (33)–(36), состоит из следующих этапов.
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1. Определение времени T , для которого строится граница ОД.
2. Формирование равномерной сети густоты l по времени t− перехо-

да на особый участок управления нормальной перегрузкой nособ = 0. Для

каждого узла сети t−i = Δt−i, i = 0, l, t−i ∈ [0, T ], Δt− = T

l
, выполняет-

ся построение точки (Xi, Yi), принадлежащей участку дальней границы ОД.
Структура управления определяется выражением (40). Запись точки (Xi, Yi)
во множество граничных точек G. Запись соответствующего управления во
множество возможных управлений U .

3. Формирование равномерной сети густотыm по времени t+2 смены зна-
ка тяги nт(t) с минуса на плюс при постоянстве знака нормальной перегрузки
n(t) = const. Для каждого узла сети t+2i =

= Δt+2 i, i = 0,m, t+2i ∈ [0, T ], Δt+2 =
T

m
, выполняется построение точки

(Xi, Yi), принадлежащей участку боковой границы ОД. Структура упра-
вления описывается выражением (42). Запись точки (Xi, Yi) во множество
граничных точек G. Запись соответствующего управления во множество
возможных управлений U .

4. Формирование равномерной сети густоты l1 по времени t
+
1 смены зна-

ка управления нормальной перегрузкой n(t) со знака минус на знак плюс.

Для каждого узла сети t+1i = Δt
+
1 i, i = 0, l1, t

+
1i ∈ [0, T ], Δt+1 =

T

l1
, выполня-

ется построение точки (Xi, Yi), принадлежащей участку ближней границы
ОД. Структура управления определяется выражением (41). Определение угла
ϕi направления νi по формуле (45). Запись точки (Xi, Yi) во множество гра-
ничных точек G при условии ϕi � 0. Данное условие обусловлено тем, что
построение ближней границы ОД для выбранной структуры управления нор-
мальной перегрузкой (с “минуса” на “плюс”) даст точки как в полуплоскости
Π1 (XOY, Y � 0), так и в полуплоскости Π2 (XOY, Y � 0). При этом
точки, принадлежащие полуплоскости Π2, будут внутренними точками ОД,
т.е. не лежащими на границе ОД. Запись соответствующего управления во
множество возможных управлений U .

5. В п. 1–4 сформирована поточечная оценка границы ОД G(T ) в по-
луплоскости Π1(XOY, Y � 0). Необходимо получить оценку границы ОД
в полуплоскости Π2 (XOY, Y � 0). Для этого отобразим относитель-
но оси OX в множество G2(T ) полученное множество граничных точек
G(T ), что равносильно смене знака Yi элементов (Xi, Yi) ∈ G. Соответ-
ствующие управления могут быть найдены сменой знака u1i(t) элементов
[u1i(t), u2i(t)] ∈ U .

6. Вывод множеств G(T ) и G2(T ).
Приведем пример построения множества G(T ) в полуплоскости

Π1 (XOY, Y � 0). На рис. 5 изображены дальняя, боковая и ближняя
границы области достижимости, траектории разгона и торможения предель-
ной кривизны, а также примеры траекторий, приводящих на границы.

Алгоритм поиска приближенного управления, максимизирующего (а) и
минимизирующего (б) расстояние, пройденное объектом в выбранном на-
правлении ν, имеет следующую структуру.

1. Задание угла ϕ направления ν.
2. Определение интервала времени T , на котором решается задача поиска

экстремума расстояния.
3. Проверка принадлежности угла ϕ направления ν диапазону углов:
а) ϕ ∈ [−ϕ̄, ϕ̄], где ϕ̄ определяется формулой (43);
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Рис. 5. Пример построения границ ОД

б) ϕ ∈ [−ϕ̂, ϕ̂], где ϕ̂ определяется формулой (44).
Если условие выполняется, переходим к п. 4, иначе — к п. 5.
4. Формирование равномерной сети:
а) густоты l по времени t− перехода на особый участок управления нор-

мальной перегрузкой nособ = 0. Для каждого узла сети t−i = Δt
−i, i = 0, l,

t−i ∈ [0, T ], Δt− = T

l
, выполняется построение точки (Xi, Yi), принадле-

жащей участку дальней границы ОД. Структура управления определяется
выражением (40). Определение угла ϕi направления νi по формуле (45).
Запись направления νi во множество возможных направлений N . Запись
соответствующего управления во множество возможных управлений U .

б) густоты l1 по времени t+1 смены знака управления нормальной пере-
грузкой n(t) со знака минус на знак плюс. Для каждого узла сети t+1i = Δt

+
1 i,

i = 0, l1, t
+
1i ∈ [0, T ], Δt+1 =

T

l1
, выполняется построение точки (Xi, Yi),

принадлежащей участку ближней границы ОД. Структура управления опре-
деляется выражением (41). Определение угла ϕi направления νi по формуле
(45). Запись направления νi во множество возможных направлений N при
условии ϕi � 0. Данное условие обусловлено тем, что построение ближней
границы ОД для выбранной структуры управления нормальной перегрузкой
(с минуса на плюс) даст точки как в полуплоскости Π1 (XOY, Y � 0),
так и в полуплоскости Π2 (XOY, Y � 0). При этом точки, принадлежа-
щие полуплоскости Π2, будут внутренними точками ОД, т.е. не лежащими
на границе ОД. Запись соответствующего управления во множество возмож-
ных управлений U .

Переход к п. 8.
5. Проверка принадлежности угла ϕ направления ν диапазону углов:

ϕ ∈ [−ϕ̃, ϕ̃]. Если условие выполняется, переходим к п. 6, иначе — к п. 7.
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6. Вывод сообщения о том, что в течение заданного времени T в выбран-
ном направлении ν не обнаружено положения ЛА, принадлежащего ОД.

7. Формирование равномерной сети густоты m по времени t+2 смены
знака управления тягой nт(t) со знака минус на знак плюс. Структура упра-
вления определяется выражением (42);

а) для каждого узла сети t+2i =
Ti

m
, i = 0,m, t+2i ∈

[
0, t̃+2

]
, Δt+2 =

T

m
,

выполняется построение точки (Xi, Yi), принадлежащей участку боковой
границы ОД;

б) для каждого узла сети t+2i =
Ti

m
, i = 0,m, t+2i ∈

[
t̃+2 , T

]
, Δt+2 =

T

m
,

выполняется построение точки (Xi, Yi), принадлежащей участку боковой
границы ОД. Определение угла ϕi направления νi по формуле (45). Запись
направления νi во множество возможных направлений N . Запись соответ-
ствующего управления во множество возможных управлений U .

8. Если направление ν принадлежит полуплоскости Π2(XOY, Y � 0),
т.е. угол ϕ < 0, то производим смену знака элементов множества N и эле-
ментов u1i(t) множества U .

9. Поиск угла ϕi направления νi ∈ N , удовлетворяющего условию
|ϕ− ϕi| → min. Вывод управления [u1i(t), u2i(t)] ∈ U , соответствующего
выбранному направлению.

Структуризация пространственной задачи получения ОД с учетом
тяги на основе экстремальных свойств γ(t) = const и комбинации ре-
лейных и особых структур nT , n. Как было показано ранее, экстремаль,
обеспечивающая оптимальное движение системы (2), является плоской, что
позволяет свести пространственную шестимерную систему к ранее рассмо-

Рис. 6. Блок-схема алгоритма формирования границ пространственной ОД ЛА
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Рис. 7. Граница позиционного множества достижимости ЛА (решение задачи
максимизации пройденного расстояния)

тренной плоской четырехмерной. Данный факт позволяет структурировать
пространственную задачу получения ОД на основе плоских сечений по углу
крена γ и сформировать блок-схему алгоритма построения пространствен-
ной ОД (рис. 6).

На рис. 7 приведен пример построения границы трехмерного позицион-
ного множества достижимости ЛА (описываемого системой дифференци-
альных уравнений (2)), являющейся решением задачи максимизации прой-
денного расстояния.

Выводы. В настоящей работе рассмотрена задача оценки ОД ЛА в трех-
мерном пространстве, которая сведена к задаче поиска экстремума расстоя-
ния, пройденного объектом за фиксированный интервал времени в плоско-
сти движения ЛА с фиксированным углом крена. Получены три структуры
оптимальных управлений, приводящих на границу ОД. Выявлены и иссле-
дованы части границы ОД. Сформированы алгоритмы получения значения
предельного направления в задаче поиска экстремума пройденного рассто-
яния, поточечной оценки границ ОД ЛА с учетом тяги, поиска управления,
доставляющего экстремум расстояния, пройденного объектом в выбранном
направлении. Сформированы структуры алгоритмов решения каждой из ука-
занных задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант
№ 07-08_00509-а “Многокритериальная оптимизация структурно-сложных
систем управления”.
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