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Решена задача параметрического синтеза закона управления дви-
жением мобильного колесного робота по плоскому рельефу (вдоль
тротуара в городских условиях). Рассмотрены уравнения движе-
ния, учитывающие динамические характеристики робота, а так-
же двигатели ведущих колес. Проведенная линеаризация позволила
получить линейную стационарную модель объекта управления и
выбрать на ее основе значение параметра, обеспечивающего апе-
риодический характер траектории движения. Приведены резуль-
таты экспериментов.
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Разработка методов управления автономным движением мобиль-
ных роботов (МР), в последнее время привлекает внимание все боль-
шего числа исследователей. Управление естественным образом стро-
ится на основе информации, поступающей с бортовых сенсорных
систем, а также внешних источников информации (GPS, Глонасс).
В качестве бортовых систем наиболее часто используются системы
зрения, выполненные на базе СТЗ и сканирующих лазерных дальноме-
ров [1, 2]. Хорошим доказательством актуальности проблемы развития
методов автономного управления является проведение соревнований
МР [3], в которых участвуют ведущие университеты развитых стран.
Так, в России в течение ряда лет проходит Девянинский фестиваль, в
рамках которого проводятся соревнования автономных МР, выполня-
ющих ряд заданий на специально оборудованном полигоне. В 2010 г.
состоялись первые в России соревнования МР, движущихся по трассе,
проложенной по пересеченной местности (берег озера Селигер) [4].
Аналогичные соревнования проводились в США в 2004 и 2005 гг. [3],
а в 2007 г. там же проходили соревнования роботов в городских усло-
виях. В процессе этих соревнований роботы, сконструированные на
базе серийно выпускаемых автомобилей, должны были достичь пред-
варительно указанной на карте точки, соблюдая в процессе движения
соответствующие дорожные правила [3, 4].

Круг задач, которые необходимо решать в процессе разработки та-
кого класса систем, чрезвычайно широк и в настоящее время не суще-
ствует общепринятых подходов для их решения. В настоящей работе
приведено решение частной задачи: — управление МР, движущимся
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Рис. 1. Движение робота в городских условиях

вдоль прямолинейного тротуара, возможно, терпящего разрывы. Упра-
вление строится на основе информации, получаемой от сканирующего
3D лазерного дальномера.

Постановка задачи. Пусть колесный МР движется по плоской
горизонтальной поверхности в городских условиях. При этом целью
управления является обеспечение движения МР вдоль тротуара с ис-
пользованием имеющейся на борту системы очувствления (рис. 1), в
качестве которой выступает сканирующий лазерный 3D дальномер.
При помощи лазерного дальномера составляется цифровое описание
рельефа рабочей зоны (картография), определяется положение авто-
мобиля на дороге (локализация), осуществляется слежение за сосед-
ней полосой, контролируется дистанция от тротуара. В работе [5] для
решения 3D SLAM-проблемы был предложен метод, позволяющий
постоянно отслеживать координаты положения робота и интерпрети-
ровать информацию об окружающей среде по измерениям дальномера.

Рассматриваемая в настоящей работе задача состоит в определении
и выборе параметров, входящих в закон управления, обеспечивающих
устойчивость и приемлемое качество траектории.

Предположим, что абсолютная система координат расположена
так, что ось X0 параллельна тротуару, а сам тротуар представляет
собой (в плане) последовательность отрезков, лежащих на одной пря-
мой, расположенной на оси X0. Таким образом, не рассматриваются
более сложные движения робота, например повороты.

Такие задачи возникают весьма часто при реализации автомати-
ческого управления автономными МР. Учет только кинематических
свойств МР в рассматриваемом случае не приводит к успеху, поэтому
приходится использовать уравнения движения, построенные на основе
динамической модели МР.

Кинематическая и динамическая модели колесного МР. Рас-
смотрим результаты, полученные в работах [6–8]. На рис. 2 приведена
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Рис. 2. Схема движения робота вдоль
непрерывного тротуара

схема движения колесного МР с
соответствующими системами ко-
ординат. Учитывая динамические
свойства робота, а также наличие
исполнительной системы [8], полу-
чим уравнения движения МР. Счи-
таем, что исполнительная система
МР представляет собой два элек-
тромеханических привода, выпол-
ненных на базе двигателей посто-
янного тока, каждый из которых
приводит в движение ведущие ко-
леса правого и левого бортов шас-
си транспортного средства МР. То-
гда уравнения, связывающие ком-
поненты фазового вектора с упра-
вляющими напряжениями, можно
записать следующим образом:

∙
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∙
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где b — координата центра масс платформы, лежащего на оси симме-
трии; m — масса робота; W — расстояние между центрами ведущих
колес; iz — момент инерции платформы относительно вертикальной
оси ZR; ρ — радиус колеса; RM — сопротивление обмотки якоря ис-
полнительного двигателя; iP — передаточное отношение редуктора;
kM — коэффициент, связывающий ток и развиваемый двигателем мо-
мент; kтг — коэффициент передачи тахогенератора; ky — коэффициент
усилителя мощности; L — индуктивность обмотки якоря; UR, UL —
напряжения, подаваемые на обмотку якоря.

Соотношения (1) представляют собой систему нелинейных диф-
ференциальных уравнений седьмого порядка с фазовым вектором
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(x, y, ϕ, υ, ω, τR, τL)
т и вектором управления (UR, UL)т. При этом угло-

вые скорости правого (ωR) и левого (ωL) колес, угловая ω и линейная
υ скорости робота связаны следующими соотношениями (линейной
скоростью робота мы называем скорость начала связанной системы
координат):

ωR =
1

ρ

(

υ +
ωW

2

)

;

ωL =
1

ρ

(

υ −
ωW

2

)

.

Примем следующий способ формирования управляющих напряже-
ний, подаваемых на приводы ведущих колес МР:

UR = Ud + Uϕ;

UL = Ud − Uϕ,
(2)

где Ud = const — напряжение, обеспечивающее заданную линейную
скорость движения МР; Uϕ — напряжение, управляющее угловой ско-
ростью движения МР.

Запишем следующий закон управления:

Uϕ = −k1ϕ+ k2(−y + y
∗), (3)

где k1, k2 — некоторые параметры; ϕ — угол между продольной осью
робота и направлением вдоль тротуара; y∗ и y — желаемая и текущая
координаты тротуара в собственной системе координат. Параметры y и
ϕ определяются по сканам, получаемым от 3D лазерного дальномера.

Сделаем теперь следующие предположения. Считаем, что при дви-
жении МР на плоскости вдоль гладкой программной траектории упра-
вляющие моменты ведущих колес, развиваемые электродвигателями,
изменяются незначительно (это допущение часто используют при ис-
следовании электромеханических систем), т.е.

∙
τR =

∙
τL = 0. Это допу-

щение позволяет понизить до пятого порядок системы.
С учетом сказанного и соотношений (2) и (3) дифференциальные

уравнения для моментов правого (τR) и левого (τL) ведущих колес МР
системы (1) можно записать следующим образом:

∙
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Введем обозначения

μ =
2i2pkMkTГky

RMρ
(4)

и

δ =
2ipkMky

RM
, (5)

учитывая которые, получаем выражения

τR + τL = −2μυ + 2δUd;

τR − τL = −μωW + 2δ(−k1ϕ− k2y + k2y∗).

Тогда уравнения управляемого объекта примут следующий вид:
∙
x = υ cosϕ;

∙
y = υ sinϕ;

∙
ϕ = ω;

∙
υ = −bω2 − Aυ +BUd;

∙
ω = Cωυ −Dω − Ek1ϕ− Ek2y + Ek2y∗,

(6)

где

A =
2μ

ρm
, B =

2δ

ρm
, C =

bm

iz
,

D =
W 2μ

2ρiz
, E =

Wδ

ρiz
.

Соотношения (6) представляют собой систему нелинейных диф-
ференциальных уравнений пятого порядка, описывающих движение
МР на плоскости под действием напряжений UR, UL, подаваемых на
якорные обмотки двигателей правого и левого бортов и формируемых
в соответствии с соотношениями (2) и (3).

Задача состоит в том, чтобы определить ϕ, y и выбрать параметры
k1, k2, обеспечивающие приемлемое качество траектории движения
МР вдоль тротуара.

Выбор параметров k1,k2, входящих в закон управления. По-
лученные уравнения движения МР представляют собой систему не-
линейных дифференциальных уравнений пятого порядка, что значи-
тельно осложняет задачу дальнейшего анализа и выбора необходимых
коэффициентов k1, k2 для реализации алгоритма управляющего напря-
жения Uϕ. Поэтому для выбора коэффициента k1, k2 проведем лине-
аризацию уравнений движения так, чтобы можно было использовать
классические методы анализа линейных стационарных систем.
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В качестве программной траектории выберем x
∗

(t) = υct, y
∗

(t) = y∗,

ϕ
∗

(t) = 0, υ
∗

(t) = υc, ω
∗

(t) = 0, т.е. равномерное и прямолинейное
движения робота параллельно тротуару.

Тогда уравнения в отклонениях относительно программной траек-
тории будут иметь вид

Δ
∙
x = Δυ;

Δ
∙
y = υcΔϕ;

Δ
∙
ϕ = Δω;

Δ
∙
υ = −AΔυ;

Δ
∙
ω = −Ek2Δy − Ek1Δϕ−DΔω.

(7)

Видно, что систему (7) можно разбить на две независимые подси-
стемы: одна относительно вектора (Δx,Δυ)т, другая — относительно
вектора (Δy,Δϕ,Δω)т. Отметим вторую подсистему, в которую входят
параметры k1, k2.

Соответствующий характеристический многочлен f(λ) имеет cле-
дующий вид:

f(λ) = λ3 +Dλ2 + Ek1λ+ Ek2υc. (8)

Проанализируем зависимость расположения корней от коэффици-
ентов k1, k2, воспользовавшись критерием Гурвица, в соответствии с
которым необходимым и достаточным условиями расположения кор-
ней характеристического уравнения в левой полуплоскости являются
положительные значения главных миноров матрицы Гурвица:

H =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

D Ek2υc 0
1 Ek1 0
0 D Ek2υc

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Δ1 = D > 0;

Δ2 = DEk1 − Ek2υc > 0;

Δ3 = Ek2υc(Δ2) > 0.

Полученные соотношения приводят к неравенству

0 <
k2υc

D
< k1. (9)

Отметим, что для типового мобильного робота [1] со значениями
параметров m = 30 кг, iz = 4,2 кг∙м2, μ = 56,7, δ = 4,4, W = 500мм,
ρ = 87мм, b = 0 имеем А = 43,4483; В = 3,3716; С = 0; D = 19,3966;
Е = 6,02.
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Исследуем теперь случай, когда переходный процесс имеет апери-
одический характер, т.е. корни характеристического уравнения (8) не
только лежат в левой полуполоскости, но еще и действительны.

Запишем соотношение коэффициентов кубического уравнения (8),
при выполнении которого все три корня действительны [9]:

p3

27
+
q2

4
6 0, (10)

где

p = −
b2

3a2
+
c

a
,

q =
2b3

27a3
−
bc

3a2
+
d

a
,

a = 1, b = D, c = Ek1, d = Ek2υc.

Тогда одновременное выполнение условий (9), (10) позволяет вы-
делить область значений параметров k1, k2, обеспечивающих аперио-
дический переходный процесс.

На рис. 3 показана плоскость параметров k1, k2. В области 1 си-
стема (в приращениях) неустойчива, в области 2 — переходный про-
цесс имеет колебательный характер, а в области 3 — апериодический.
Безусловно, полученный результат имеет приближенной характер, по-
скольку мы рассматривали систему в малых отклонениях от программ-
ной траектории.

Определение параметров ϕ,y, входящих в закон управления.
Как было отмечено ранее, робот, оснащенный лазерным дальноме-
ром, движется по плоской дороге, получая в каждый момент времени

Рис. 3. Области значений параметров k1,k2, при которых траектория движения
МР неустойчива (1), имеет колебательный (2) и апериодический (3) характер
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изображения — сечение рельефа в плоскости дороги, тротуара и пара-
пета. Необходимо определить угол ϕ и расстояние y между роботом и
тротуаром по данным лазерного дальномера.

Угол и расстояние между роботом и тротуаром вычисляются в ре-
зультате определения линии пересечения плоскостей дороги, тротуара
и парапета каждым сканом дальномера относительно координат даль-
номера в процессе движения робота. Приведем уравнения линий пере-
сечения дороги Lld, тротуара Llt и парапета Llh, связанные с функцией
сечения дальномера:

Lld = sin βXl − h = 0;

Llt = sin βXl − h+ ht = 0;

Llh = sinϕ cos βX/ + cosϕYl + y = 0,

(11)

где β — угол отклонения плоскости скана от горизонтальной плос-
кости; h — расстояние от центра координат робота до дороги; ht —
высота тротуара; ϕ — угол между продольной осью робота и напра-
влением вдоль тротуара; y — получаемое расстояние между роботом
и тротуаром. На рис. 4 показано движение МР вдоль тротуара.

Ранее были получены выражения, описывающие линию пересече-
ния плоскости дальномера с видимым рельефом в системе координат,
связанной с дальномером, и определены зависимости угла поворо-
та робота и расстояния между ним и тротуаром от вида полученной
линии.

На рис. 5 показаны схемы движения робота вдоль непрерывного
тротуара. Угол наклона отрезка АВ , а также координаты его конце-
вых точек позволяют легко вычислить параметры ϕ, y, входящие в

Рис. 4. Схема движения МР вдоль тротуара
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Рис. 5. Движение робота вдоль разрывного тротуара

выражение для закона управления (3):

ϕ = −
1

cos β
tg μ; y =

cosϕ(kbY
A
l − kaY

B
l )

ka − kb
, (12)

где ka = h ctg β, kb = (h− ht) ctg β.
Рассмотрим алгоритм управления роботом в случае движения

вдоль разрывного тротуара (рис. 6). В каждый момент времени от 3D
дальномера на борту получаем набор сканов, имеющих разные углы
в вертикальной плоскости и, следовательно, в разных точках пересе-
кающих тротуар. В том случае, когда робот должен миновать разрыв
в тротуаре (например, перекресток), необходимо выбрать ближайший
скан, которому соответствуют приемлемые значения параметров ϕ и
y из (12).

Экспериментальные исследования. Для реализации закона упра-
вления угловой скоростью движения автономного МР в форме (3) не-
обходимо выбрать значения параметров управления k1, k2, для чего
выполним компьютерное моделирование движения МР на динами-
ческой модели, описываемой системой линейных дифференциальных
уравнений (7). Проверку полученного результата проведем путем мо-

Рис. 6. Движение МР под некоторым углом и параллельно вдоль разрывного
тротуара в системе координатах дальномера xl,yl, zl
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делирования движения МР на нелинейной динамической модели, опи-
сываемой системой дифференциальных уравнений (6).

Были выбраны следующие начальные условия: x(0) = 0; y(0) = 1,5;
ϕ(0) = 0,345 рад; ω(0) = 0; υ(0) = 0; UL(0) = UR(0) = 0, т.е. робот
неподвижен, находится на расстоянии 1,5 м от тротуара с ориентацией
20◦. В качестве программной траектории запишем

x
∗

(t) = υct, y
∗

(t) = 1, ϕ
∗

(t) = 0, υ
∗

(t) = υc, ω
∗

(t) = 0.

Рассмотрим движение системы при k1 = 15, k2 = 2. Результа-
ты сравнения параметров движения при использовании нелинейной
и линеаризованной моделей приведены на рис. 7, из которых следует,

Рис. 7. Изменение угловых параметров движения ϕ(t) (а) и ω(t) (б), а также ко-
ординат x(t) и y(t) (в) при использовании линеаризованной (сплошная кривая)
и нелинейной (штриховая) моделей МР
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что при выбранных значениях параметров k1, k2, лежащих в области
2 (см. рис. 3), переходные процессы имеют апериодический характер
и для нелинейной (штриховая кривая) и линеаризованной (сплошная
кривая) моделей отличаются незначительно.

Выводы. Предложен способ управления колесным МР при его дви-
жении в городских условиях вдоль прямолинейного тротуара. В качестве
сенсорной системы использован 3D лазерный сканирующий дальномер,
поставляющий в систему управления робота информацию о дальности
до объектов внешней среды, находящихся в передней полусфере. Рас-
смотрен метод выбора значений параметров закона управления, обеспе-
чивающих апериодический характер переходного процесса при движении
робота вдоль тротуара. Учтены динамические свойства объекта управле-
ния, а также параметры приводов. Выделены три области значений пара-
метров, при которых траектория движения вдоль тротуара неустойчива и
имеет апериодический или колебательный характер. Полученные резуль-
таты позволяют найти первые приближения значений параметров закона
управления. Приведены результаты вычислительного эксперимента.
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