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О ПОГРЕШНОСТИ РАСЧЕТА ИМПУЛЬСНОЙ
ХАРАКТЕРИСТИКИ РАССЕЯНИЯ
ЛОЦИРУЕМОГО ОБЪЕКТА ПРИ
АППРОКСИМАЦИИ ЕГО ПОВЕРХНОСТИ
КОНЕЧНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

При математическом моделировании импульсной характеристики
рассеяния лоцируемого объекта, имеющего сложную форму поверх-
ности, возникает необходимость аппроксимации отдельных участ-
ков этой поверхности более простыми в геометрическом отноше-
нии элементами, что приводит к появлению погрешности в резуль-
татах расчетов. На примере аппроксимации поверхностей вра-
щения плоскими прямоугольными и треугольными конечными эле-
ментами получены оценки возникающей погрешности, позволяю-
щие выбрать наибольший допустимый размер стороны конечного
элемента, обеспечивающий заданный предельный уровень ошибки.

Пусть некоторый объект с оптически однородной диффузно рас-
сеивающей поверхностью облучается и наблюдается в направлении
оси OZ из точки, удаленной от объекта на расстояние L0, существен-
но превышающее размеры видимой части объекта. При зондирующем
импульсе излучения с длиной волны λ и мощностью I(t∗) = Eδ(t∗),
где E — энергия импульса, δ(t∗) — дельта–функция аргумента t∗ = t+
+ 2L0/c, t — время, c — скорость распространения электромагнитных
волн в атмосфере для мощности излучения, рассеянного от элемен-
тарного участка dS поверхности объекта в направлении источника и
приходящегося на единицу телесного угла, получим [1]

dI(t) =
ERλ cos

2 ϕ

πΩ(L0 + z)2
δ(t− 2z/c) dS, (1)

где Rλ = const — коэффициент рассеяния излучения с длиной волны
λ∗; ϕ — угол между внешней нормалью к dS и направлением на источ-
ник излучения; Ω — телесный угол выхода излучения источника; z —
координата, отсчитываемая в направлении наблюдения от точки види-
мой части поверхности объекта, ближайшей к источнику излучения.
Поскольку L0 � z, то E Rλ/ (Ω(L0 + z)2) ≈ E Rλ/ (ΩL

2
0) = A =

= const. Тогда с учетом выражения (1) для полной мощности излуче-
ния, рассеянного всей видимой поверхностью объекта, получим

I(t) =
A

π

∫
S

(cosϕ)2 δ

(
t− 2z

c

)
dS.
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Согласно данным работы [1], импульсная характеристика рассея-
ния (ИХР) объекта, имеющая размерность м2/c, определяется как
g(t) = π I(t)/A. Поэтому

g(t) =

∫
S

(cosϕ)2 δ

(
t− 2z

c

)
dS. (2)

В том случае, когда видимая часть поверхности объекта является по-
верхностью вращения вокруг оси OZ, угол ϕ можно представить
функцией координаты z, т.е. F (z) dz = (cosϕ(z))2 ds(z). Тогда, ис-
пользуя замену τ = 2z/c, вместо уравнения (2) запишем

g(t) =

zL∫
0

F (z) δ

(
t− 2z

c

)
dz =

=
c

2

τL∫
0

F
(cτ
2

)
δ (t− τ) dτ =

c

2
F

(
ct

2

)
=

c

2
F (z),

где τL = 2zL/c, 0 � t � τL; zL — протяженность видимой части
поверхности в направлении оси OZ. Отсюда следует, что функцию
F (z) можно считать аналогом импульсной характеристики рассеяния,
но с размерностью в метрах, и поэтому для вычисления значения
F (z) будем использовать формулу:

F (z) =
d

dz

∫
S

cos2 ϕ(z) dS(z). (3)

В дальнейшем удобнее в качестве положительного направления оси
OZ выбрать направление на источник излучения. Рассмотрим коль-
цевой элемент поверхности, образованный вращением вокруг оси
OZ выпуклой дуги с переменным (в общем случае), но конечным ра-
диусом кривизны R1(z), где z — аппликата точкиM этой дуги (рис. 1).
Аппликату центра O1 кривизны дуги в точкеM обозначим через z0(z).
Радиус кривизны рассматриваемого элемента в окружном направле-
нии будет равен отрезку нормали к дуге, заключенному между осью
вращения и этой дугой, т.е. R2(z) = O2M для сечения поверхности
плоскостью, перпендикулярной оси OZ и проходящей через точку
M . Тогда для облучаемого участка такой поверхности равенство (3)
может быть представлено в следующем виде:

F (z) =
d

dz

φ∗∫
φ(z)

2πR1(z)R2(z) sinφ cos
2 φ dφ, (4)
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Рис. 1. Кольцевой элемент поверхности

где φ(z) — угол между внешней нормалью к дуге в точке M и осью
OZ, причем φ(z) ≤ φ∗ ≤ π/2 и

φ(z) = arccos

(
z − z0(z)

R1(z)

)
. (5)

Так как для выпуклой дуги функция φ(z), согласно уравнению (5), в
пределах облучаемой части поверхности вращения (см. рис. 1) имеет
однозначную обратную функцию z(φ) при φ ∈ [0, π/2], то радиусы
кривизны R1 и R2 являются функциями угла φ, тогда перейдем к
рассмотрению функций r1(φ) = R1(z(φ)) и r2(φ) = R2(z(φ)). Таким
образом, подынтегральная функция в правой части равенства (4) будет
явно зависеть лишь от переменного интегрирования и, как следствие,

F (z) = 2π
d

dz

φ∗∫
φ(z)

r1(φ)r2(φ) sinφ cos
2 φ dφ.

Используя правило Лейбница дифференцирования интеграла по пара-
метру [2] с учетом уравнения (5) и очевидного равенства√
1− (z − z0(z)

)2
/R21(z) = sinφ, приходим к следующей цепочке

равенств для определения ИХР лоцируемого объекта:

F (z) = 2π
r1(φ)r2(φ) sinφ cos

2 φ√
1− (z − z0(z)

)2
/R21(z)

×

×
(
1− dz0(z)/dz

R1(z)
− z − z0(z)

R21(z)

dR1(z)

dz

)
=

= 2πR2(z)

(
1− dz0(z)

dz
− dR1(z)

dz
cosφ(z)

)
cos2 φ(z) =
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= 2πR1(z)R2(z)
d cosφ(z)

dz
cos2 φ(z). (6)

Для дуги окружности длиной s выражение для определения ИХР ло-
цируемого объекта относительно принятой точки наблюдения следу-
ет из выражения (6) при замене множителя 2π на значение углового
размера αs = s/

(
R2(φ) sinφ этой дуги. Заметим, что приведенный

результат позволяет расcчитать значения ИХР для участков поверхно-
сти вращения с выпуклой криволинейной образующей. Эти значения
целесообразно использовать в качестве эталона при оценке погрешно-
сти расчета ИХР, вносимой аппроксимацией такой поверхности более
простыми в геометрическом отношении участками. В частном случае
сферической поверхности R1(z) = R2(z) = R = const функция (5)
имеет однозначную обратную функцию z = R cosφ, а из (6) следует
известное выражение для ИХР этой поверхности [3]:

F ◦(z) = 2πR cos2 φ(z) = 2πz2/R,

которое далее будет использовано в качестве эталонного.
Поверхность, полученная вращением вокруг оси OZ эллипса с по-

луосями a и b, задается уравнением (x2 + y2)/a2 + z2/b2 = 1 и в точке
M(x∗, 0, z∗) имеет касательную плоскость, определяемую уравнени-
ем xx∗/a2 + zz∗/b2 = 1 [4] (рис. 2). Нормаль к поверхности рассма-
триваемого эллипсоида вращения в точкеM определяется уравнением
прямой x = x∗ + (z − z∗)(b/a)2x∗/z∗ с угловым коэффициентом

tg φ(z∗) =
b2x∗(z∗)
a2z∗

. (7)

Радиус кривизны поверхности в окружном направлении в точкеM ра-
вен

R2(z∗) = x∗(z∗)

√
1 +

z2∗a4

x2∗(z∗)b4
, (8)

Рис. 2. Поверхность вращения эллипса
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а в меридиональном направлении он совпадает с радиусом кривизны
дуги эллипса в этой же точке и равен [4]

R1(z∗) = a2b2
(
x2∗(z∗)
a4

+
z2∗
b4

)3/2
. (9)

Используя выражения (7)–(9) и равенство x∗ = a
√
1− z2∗/b2, поз-

воляющее выразить первую координату точки M через ее третью ко-
ординату из уравнения рассматриваемого эллипсоида вращения, со-
гласно выражению (6), находим ИХР этого эллипсоида при z = z∗:

F (z∗) = 2π

(
x2∗(z∗)b

4 + z2∗a
4
)2

a6b4z∗

x∗/z∗ − dx∗/dz∗
1 + (b/a)4(x∗/z∗)2

sinφ(z∗) cos2 φ(z∗) =

= 2π

(
x∗(z∗) +

z2∗a
4

x∗(z∗)b4

)
sinφ(z∗) cos2 φ(z∗). (10)

При z∗ = b в правой части соотношения (10) возникает неопределен-
ность типа 0/0, так как x∗(b) = 0 и sinφ(b) = 0. Формальное раскры-
тие этой неопределенности позволяет найти F (b) = 2πa2/b, что гео-
метрически означает равенство обоих радиусов кривизны значению
a2/b и возможность рассмотрения поверхности эллипсоида в малой
окрестности точки с аппликатой z∗ = b как сферической. Действи-
тельно, подстановка в равенство F ◦(R) = 2πR для сферы значения
R = a2/b приводит к указанному выше значению для F (b).
Если кольцевой элемент поверхности образован вращением вокруг

оси OZ дуги с нулевой кривизной, то R1 → ∞. Так, например, при
вращении вокруг оси OZ отрезка прямой MH , где H(0, 0, h) ∈ OZ,
имеем элемент поверхности прямого кругового конуса (рис. 3). При
его облучении вдоль оси OZ для расчета ИХР непосредственное при-
менение равенств (6) невозможно, поскольку угол φ между норма-
лью к его боковой поверхности и осью OZ не зависит от z. Для
преодоления возникших трудностей рассмотрим элементарный уча-
сток поверхности кольцевого элемента с аппликатой z и площадью
dS = 2πR2(z) dz/ sinφ = 2π(H − z) ctg φ dz/ sinφ, где H — высота
рассматриваемой части конуса (см. рис. 3). Таким образом,

S(z) =

z∫
0

dS = 2π
cosφ

sin2 φ

z∫
0

(H − z) dz = 2π
cosφ

sin2 φ
(Hz − z2/2)

и согласно формуле (3)

F (z) = 2π(H − z)
cos3 φ

sin2 φ
. (11)
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Рис. 3. Поверхность конуса

В случае сложной формы поверхности лоцируемого объекта уста-
новление зависимости S(z) в формуле (3) и нахождение соответству-
ющего интеграла связаны с преодолением значительных трудностей.
Поэтому для моделирования ИХР такого объекта целесообразно ап-
проксимировать его поверхность совокупностью плоских треугольных
конечных элементов (КЭ) [3, 5]. Такие КЭ просты и удобны в приме-
нении. Из семейства двумерных КЭ они имеют наименьшее число
сторон, что облегчает нахождение их ИХР, но вносит неизбежную
погрешность при аппроксимации криволинейной поверхности лоци-
руемого объекта, особенно в ее областях с малыми значениями глав-
ных радиусов кривизны. Аналогичными свойствами обладают также
и плоские прямоугольные КЭ, каждый из которых можно рассматри-
вать как совокупность двух плоских треугольных КЭ. Отметим, что
в общем случае для уменьшения погрешности аппроксимации можно
применить более сложные по форме изопараметрические КЭ, имею-
щие криволинейную поверхность [6, 7].
Оценим погрешность вычисления ИХР сферической поверхности

при ее аппроксимации плоскими КЭ. Пусть в прямоугольной декар-
товой системе координат OXY Z определена сфера Φ радиусом R с
центром в начале координат (рис. 4). Найдем ИХР плоского квадратно-
го КЭ ω с диагональю l и вершинами A, B, C и D, принадлежащими
Φ, т.е.

A : P2∩P3∩Φ, B : P1∩P3∩Φ, C : P1∩P4∩Φ, D : P2∩P4∩Φ,
где Pi, i = 1, 4 — плоскости, определяемые в выбранной системе
координат уравнениями

P1 : y = − l

2
√
2
, P2 : y =

l

2
√
2
, P3 : z = z1, P4 : z = z2,
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Рис. 4. Прямоугольный конечный элемент на поверхности сферы

причем 0 ≤ z1 < z2 < R. Площадь такого КЭ равна Sω = l2/2, а
аппликата его центра (рис. 5)

z∗ =
√
4R2 − l2

cosϕ

2
=
R

2

√
4− λ2 cosϕ,

где λ = l/R, ϕ — угол между единичным вектором n внешней нормали
к ω и осью OZ (см. рис. 4). Аппликаты сторон КЭ, перпендикулярных
плоскости XOZ, определяются следующими равенствами:

z1 =
R

2

(√
4− λ2 cosϕ− λ√

2
sinϕ

)
,

z2 =
R

2

(√
4− λ2 cosϕ+

λ√
2
sinϕ

)
.

В сечении сферы плоскостью P1 (или плоскостью P2) лежит окруж-
ность радиуса

r(l) = R cosϕ∗ =

√
R2 −

(
l

2
√
2

)2
= R

√
8− λ2

2
√
2

,

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2006. № 4 19



где ϕ∗ = arcsin(λ/
√
8). Таким образом, согласно формуле (3) и пред-

положению о плоском волновом фронте падающего на сферу излуче-
ния, для ИХР любого перпендикулярного оси OZ отрезка в пределах
рассматриваемого КЭ ω имеем

Fω =
Sω cos

2 ϕ

z2 − z1
= R

λ cos2 ϕ√
2 sinϕ

. (12)

В силу конечности значения величины l угол ϕ изменяется в
пределах от ϕmin до ϕmax = π/2 − ϕmin (см. рис. 5), где ϕmin =
= arcsin

(
l/(2
√
2R cosϕ∗)

)
= arcsin(l/

√
8R2 − l2). При этом наиболь-

шее возможное значение l будет соответствовать значению ϕ = π/4.
Для такого КЭ z1 = 0, z2 = r(l) и lmax/

√
2 =
√
2r(l) =

√
8R2 − l2max/2.

Отсюда следует, что lmax = 2
√
2R/
√
3.

Сравним уравнение (12) с ИХР участка Ω поверхности сфе-
ры Φ, ограниченного линиями ее пересечения с плоскостями Pi,
i = 1, 4 (см. рис. 4). Отметим, что для всех точек элемента сферы,
площадью dS = 2R2(sinϕ) arcsin

(
l/(2
√
2R sinϕ)

)
dϕ, заключенного

между плоскостями P3 и P4, угол ϕ между внешней нормалью и осью
OZ остается неизменным, причем cosϕ = z/R. Таким образом, для
участка Ω∗(z) поверхности сферы, заключенного между плоскостями
P3, P4 и плоскостями, содержащими ось OY и составляющими с осью
OZ углы ϕ(z) = arccos(z/R) и ϕ = π/2, получим

π/2∫
ϕ(z)

cos2 ϕdS = 2R2
π∫

ϕ(z)

arcsin

(
l

2
√
2R sinϕ

)
cos2 ϕ sinϕdϕ.

А так как в рассматриваемом случае cosϕ = z/R и

dϕ(z)

dz
=
d arccos(z/R)

dz
= − 1

R
√
1− z2/R2

= − 1

R sinϕ
,

Рис. 5. Пределы измения угла ϕϕϕ
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то, воспользовавшись равенством (3) и правилом дифференцирования
интеграла по переменному нижнему пределу [2], для ИХР множе-
ства точек рассматриваемого участка поверхности, принадлежащего
плоскости, перпендикулярной оси OZ, находим

FΩ∗(z) = 2R(cosϕ)
2 arcsin

(
λ

2
√
2 sinϕ(z)

)
=

= 2
z2

R
arcsin

(
l

2
√
2(R2 − z2)

)
. (13)

Относительное отличие ИХР КЭ ω от ИХР соответствующего ему
участка Ω поверхности сферы можно характеризовать величиной от-
носительной погрешности Δ = (FΩ − Fω)/FΩ, где в качестве FΩ вы-
берем значение FΩ∗(z◦) при аппликате z◦ = R cosφ точки пересечения
сферической поверхности с нормалью к КЭ, проходящей через его
центр.
На рис. 6 приведены результаты расчета относительной погрешно-

сти Δ в зависимости от угла φ ∈ [0, π/2−φ∗] для различных значений
λ ∈ (0; lmax/R), полученные с использованием равенств (12) и (13).
Существенное увеличение Δ с уменьшением φ даже для сравнительно
малых значений λ свидетельствует о непригодности квадратных КЭ
для аппроксимации сферической поверхности в окрестности ее точки
N с аппликатой z = R (см. рис. 4). При приближении к этой точке ра-
стет и абсолютная погрешность ΔFω = (FΩ∗(z

◦)−Fω)/(2πR) (рис. 7),

Рис. 6. Относительная погрешность вычисления ИХР
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Рис. 7. Абсолютная погрешность вычисления ИХР

нормированная по значению F ◦(R) = 2πR ИХР для сферической по-
верхности в точке N .
Оценим погрешность вычисления ИХР в окрестности точки N c

аппликатой z = R (см. рис. 4) при ее аппроксимации вместо ква-
дратных КЭ равными по площади КЭ в виде равнобедренных тре-
угольников с общей вершиной в точке N и остальными вершинами,
принадлежащими сферической поверхности и имеющими одинаковую
аппликату z�. Примем для удобства сопоставления основание каждо-
го треугольника равным l/

√
2, т.е. стороне рассмотренного ранее ква-

дратного КЭ с диагональю, равной l. Тогда каждому целому числу
n ≥ 3 треугольников будет соответствовать вполне определенные зна-
чения z� =

√
R2 − l2/

(
8 sin2(π/n)

)
и угла φ� = arcsin

(
(R−z�)/h�

)
,

где h� =
√
(R− z�)2 +R2 − z2� − l2/8 — высота треугольника. Но в

этом случае его ИХР будет линейной функцией аппликаты z:

F�(z) =
lh� cos2 φ�

2
√
2

R− z

(R− z�)2
, z ∈ [R− z�, R].

На рис. 8 приведены графики зависимости ΔF� =
(
F ◦(z) −

−nF�(z)
)
/(2πR), где z = (R + z�)/2, от λ при фиксированных

значениях n.
Ясно, что применение совокупности любых плоских треугольных

КЭ с общей вершиной в точке N для аппроксимации сферической по-
верхности в окрестности этой точки не может устранить погрешность
вычисления ИХР именно в этой точке, поскольку ИХР треугольников
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Рис. 8. Зависимость абсолютной погрешности вычисления ИХР от λλλ и nnn

при z = R обращаются в нуль. Ликвидировать эту погрешность мож-
но путем применения криволинейных треугольных КЭ, получаемых
путем изопараметрического отображения рассмотренных треугольни-
ков на сферическую поверхность или на параболоид вращения [8].
Другой путь связан с расположением в точке N центра квадратного
КЭ с достаточно малой стороной h, нормаль к плоскости которого со-
ставляет с осью OZ также малый угол φh, удовлетворяющий условию
(h/ sinφh) cos

2 φh = 2πR. Однако применение такого КЭ приведет к
нарушению осевой симметрии при аппроксимации сферической по-
верхности в окрестности точки N .
На рис. 9 представлены результаты расчета при различных значени-

ях λ нормированных по точному для сферы значению F ◦(R) = 2πR за-
висимостей ИХР от относительной аппликаты z/R при аппроксима-
ции сферической поверхности совокупностью КЭ в виде прямоуголь-
ных треугольников с различными значениями λ = l/R (здесь l — длина
наибольшего катета). Для λ = 0,01 в пределах выбранного масштаба
графика рассчитанная зависимость ИХР вплоть до малой окрестно-
сти точки сферы с аппликатой z = R практически совпадает с точной
зависимостью F ◦(z)/(2πR) = (z/R)2. Для бо́льших значений λ на гра-
фике четко видны скачки значений ИХР при относительных апплика-
тах z/R, соответствующих границам соседних КЭ, перпендикулярным
оси OZ.
В реальной ситуации значение φ является случайным. Поэтому це-

лесообразно располагать информацией о погрешности, возникающей
при аппроксимации поверхности сферы при помощи КЭ, вычисленной
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Рис. 9. Сравнение приближенных значений ИХР с точным значением для
сферы

в предположении равномерного распределения случайной величины
φ по той части S∗ = 2πR2(cosφmin − sinφmin) облучаемой поверхно-
сти сферы, в пределах которой изменяется угол φ при фиксированном
значении λ. Тогда, с учетом формулы (12) для осредненного значения
ИХР КЭ получим

F ω =
1

S∗

∫
S∗

Fω dS =
2πR2

2πR2(cosφmin − sinφmin) =

=

π/2−φmin∫
φmin

Rλ cos2 φ√
2 sinφ

sinφ dφ = Rλ
π − 4φmin

4
√
2(cosφmin − sinφmin)

.

На рис. 10 с учетом выражения для φmin=arcsin(λ/
√
8−λ2) сплош-

ной кривой представлена зависимость F ω/F
◦(R) от λ для КЭ с усред-

ненным значением φ. Для сравнения штриховой линией отмечена рас-
считанная в соответствии с выражением (13) зависимость отнесенного
к F ◦(R) = 2πR точного значения ИХР участка сферической поверхно-
сти, покрывающего указанный КЭ. Штрихпунктирной линией показа-
на зависимость от λ относительной погрешности ε =

(
FΩ − F ω

)
/FΩ,

которая возникает при аппроксимации участков сферической поверх-
ности КЭ с усредненным значением φ. Таким образом, задавшись пре-
дельно допустимым значением относительной погрешности ε∗ можно
найти значение λ∗ = ε−1(ε∗), из которого затем определить длину
l∗ = Rλ∗ стороны КЭ.
Следует ожидать, что аппроксимация плоскими треугольными КЭ

поверхности эллипсоида вращения с близкими значениями полуосей
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Рис. 10. Сравнение относительных погрешностей вычисления ИХР сферы

приведет к погрешности, сопоставимой для одинаковых значений λ с
результатами для сферы. Меньшую погрешность удается получить для
тех же значений λ при аппроксимации прямого кругового конуса.

Выводы. Рассмотрена возникающая при математическом модели-
ровании ИХР лоцируемого объекта с поверхностью сложной формы
проблема оценки погрешности, вносимой аппроксимацией его поверх-
ности плоскими прямоугольными и треугольными КЭ. В качестве эта-
лона для сравнения предложено использовать точные значения ИХР
участков поверхности вращения с выпуклой криволинейной образу-
ющей, определяемые соотношением (6). При аппроксимации участка
поверхности сферы плоским КЭ получены зависимости погрешности
расчета ИХР от ориентации КЭ и отношения его характерного раз-
мера к радиусу сферы, позволяющие выбрать размеры КЭ так, чтобы
ошибка расчета не превышала наперед заданную величину. Учет этих
зависимостей при математическом моделировании ИХР лоцируемого
объекта с криволинейной поверхностью дает возможность уменьшить
общее число аппроксимирующих КЭ.
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