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Для решения задач цифровой обработки сигналов в спектральной области
предложен новый метод аналитического синтеза дискретных действитель-
ных параметрических базисных функций, использующий обобщение процедуры
Хармута на случай систем счисления с произвольным постоянным основанием.
Приведено математическое описание получаемых при этом функций, выполне-
но исследование их основных свойств и способов построения на их основе раз-
личных ортогональных базисных систем и преобразований. В терминах этих
функций сформулированы и доказаны все основные теоремы спектрального
анализа, используемые в теории и практике цифровой обработки. Получен-
ные результаты носят оригинальный характер и составляют основу теории
представления и преобразования сигналов в новом ортогональном базисе.
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To solve the problems of digital signal processing in the spectral domain, a new
method for analytical synthesis of discrete real parametric basis functions is proposed
that uses the Hartmut procedure generalization to the case of number systems with an
arbitrary constant-value basis. The mathematical description of functions obtained
is given; their basic properties and methods for construction of different orthogonal-
basis systems and transformations on their basis are investigated. In terms of these
functions, all the basic theorems of spectral analysis used in the theory and practice
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Вычислительная и функциональная эффективность решения многих за-
дач цифровой обработки сигналов (ЦОС) спектральными методами суще-
ственно зависит от используемых систем базисных функций [1—4]. Посколь-
ку ортогональных систем базисных функций существует неограниченное
множество [5], то выбор рационального базиса является сложной теоретиче-
ской и прикладной проблемой. В этих условиях особенно полезными могут
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оказаться параметрические базисные функции, содержащие в своей структу-
ре один или несколько изменяемых параметров, влияющих на их свойства.
Известным и важным примером таких базисов служит класс комплексных
экспоненциальных функций Виленкина – Крестенсона (ВКФ) [4, 6], упра-
вление свойствами которых осуществляется с помощью вариации основания
используемой системы счисления. Изменяя величину основания и выбирая
различные способы переупорядочения ВКФ, с их помощью можно полу-
чить широкое семейство полезных мультипликативных ортонормированных
систем, для которых справедливы все теоремы спектрального анализа и су-
ществуют быстрые процедуры вычисления спектра [4, 6—9].

Однако, несмотря на указанные достоинства систем ВКФ, их комплекс-
ный характер требует использования в алгоритмах ЦОС трудоемкой ком-
плексной арифметики, что может послужить весомым ограничением при
практическом применении ВКФ, особенно при обработке высокочастотных
многоразмерных сигналов в системах обработки жесткого реального мас-
штаба времени. Поэтому целью настоящей работы поставлено решение
теоретико-прикладной задачи синтеза и анализа нового действительного па-
раметрического базиса со свойствами, близкими к свойствам базисов ВКФ,
но оперирующего с вещественными числами и операциями. В основе мате-
матического подхода к разработке такого базиса положена процедура Хартли,
использованная им при создании вещественной альтернативы комплексным
экспоненциальным функциям Фурье, состоящим из обычных тригономе-
трических функций [10, 11], и распространенная здесь на обобщенные
тригонометрические функции, образующие мнимые и действительные части
ВКФ.

Обобщенные функции Хартли и их свойства. Пусть р есть про-
извольное целое положительное число, принятое в качестве основания
системы счисления, а целые числа k и i задают соответственно номер и

аргумент обобщенных тригонометрических функций cos
(2π
p

n∑

m=1

kmim

)
и

sin
(2π
p

n∑

m=1

kmim

)
, используемых в ВКФ [4, 7], и на интервале из N = pn

точек имеют позиционные n-разрядные представления

k =
n∑

m=1

kmp
m−1, i =

n∑

m=1

imp
m−1, (1)

где km и im являются m-ми разрядами этих представлений и лежат в диапа-
зоне [0, p−1]. Тогда из этих тригонометрических функций можно образовать
следующие дискретные функции:

Cas(k, i) = cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

+ sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

, (2)

представляющие собой обобщение известных функций Хартли [10, 11] на
систему счисления с произвольным основанием. Для отражения этого факта
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в обозначении обобщенных функций Хартли (ОФХ) (2) использовано обо-
значение обычных функций Хартли, записанное с заглавной буквы. Из раз-
вернутой записи ОФХ в виде выражения (2) с помощью известных триго-
нометрических преобразований можно получить полезное более сжатое их
представление:

Cas(k, i) =
√
2 sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim + π/4

)

=

=
√
2 cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmim − π/4

)

. (3)

Записанные таким образом ОФХ имеют ряд интересных свойств. Приве-
дем основные из них.

1. ОФХ являются действительными функциями, принимающими только
p различных значений. Справедливость этого свойства следует из самого
аналитического описания ОФХ в виде (2) или (3).

2. В ОФХ переменные k и i являются равноправными, поэтому, если их
поменять местами, функция не изменится, т.е.

Cas(k, i) = Cas(i, k).

В этом проявляется свойство двойственности ОФХ относительно своих
аргументов, которое приводит к симметричности матрицы значений ОФХ.

3. ОФХ являются периодическими функциями с периодом N = pn,
n = 1, 2, . . . .

Это свойство следует из того, что при смещении числа i на N единиц
младшие n разрядов в p-ичном представлении числа остаются без изменения.

4. Среднее значение любой ОФХ, кроме нулевой, равно нулю, т.е.

1

N

N−1∑

i=0

Cas(k, i) = 0, k 6= 0. (4)

Действительно

1

N

N−1∑

i=0

Cas(k, i) =

√
2

N

N−1∑

i=0

sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim + π/4

)

=

=

√
2

N

p−1∑

in=0

p−1∑

in−1=0

. . .

p−1∑

i1=0

sin[(
2π

p

n∑

m=2

kmim + π/4) +
2π

p
k1i1]. (5)

Рассмотрим в этом выражении внутреннюю сумму по индексу i1. Она
является табличной и представляется в виде произведения трех сомножите-
лей [12]:

p−1∑

i1=0

sin

[(
2π

p

n∑

m=2

kmim + π/4

)

+
2π

p
k1i1

]

=
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= sin

(
2π

p

n∑

m=2

kmim +
π

4
+
π

p
(p− 1)k1

)

sin(πk1) cos ec

(
π

p
k1

)

.

Но средний сомножитель sin(πk1) в ней при целых значениях k1 равен ну-
лю, поэтому будет равна нулю внутренняя сумма по индексу i1 и, как след-
ствие, — вся многомерная сумма выражения (5). Следовательно, соотношение
(4) справедливо.

Среднее значение нулевой ОФХ равно единице, так как Cas(0, i) = 1 и

1

N

N−1∑

i=0

1 = 1.

5. Мощность Pk любой k-й ОФХ равна единице:

Pk =
1

N

N−1∑

i=0

[
Cas(k, i)

]2
= 1. (6)

Для доказательства этого свойства представим квадрат ОФК с учетом
соотношений (3) в виде

[
Cas(k, i)

]2
= 2 sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim +
π

4

)

cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmim −
π

4

)

,

а затем воспользуемся формулой преобразования произведения тригономе-
трических функций в их сумму. Тогда получим

[
Cas(k, i)

]2
= 1 + sin

(
4π

p

n∑

m=1

kmim

)

.

С учетом этого результата мощность Pk можно записать так:

Pk = 1 +
1

N

N−1∑

i=0

sin

(
4π

p

n∑

m=1

kmim

)

=

= 1 +
1

N

p−1∑

in=0

p−1∑

in−1=0

. . .

p−1∑

i1=0

sin

(
4π

p

n∑

m=1

kmim

)

. (7)

В выражении (7) внутренняя сумма по индексу i1 также табличная и тоже
равна произведению

sin

[
4π

p

n∑

m=2

kmim +
2π

p
+
π

p
(p− 1)k1

]

sin(2πk1) cos ec

(
2π

p
k1

)

,

которое из-за сомножителя sin(2πk1) равно нулю при любом значении k1.
Поэтому вся многомерная сумма в уравнении (7) также будет равна нулю и
Pk = 1. Справедливость соотношения (6) доказана.

6. Обобщенные функции Хартли являются ортогональными функциями,
т.е.

1

N

N−1∑

i=0

Cas(k, i)Cas(λ, i) = 0, k 6= λ. (8)
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Для доказательства этого свойства вновь используем описание ОФХ вы-
ражениями (3). Тогда произведение ОФК будет равно

Cas(k, i)Cas(λ, i) =

= sin

[
2π

p

n∑

m=1

(km + λm)im

]

+ cos

[
2π

p

n∑

m=1

(km − λm)im

]

,

а сумма таких произведений по индексу i принимает следующий вид:

N−1∑

i=0

Cas(k, i)Cas(λ, i) =
N−1∑

i=0

sin

[
2π

p

n∑

m=1

(km + λm)im

]

+

+
N−1∑

i=0

cos

[
2π

p

n∑

m=1

(km − λm)im

]

. (9)

Рассмотрим каждое слагаемое этой суммы по отдельности. Запишем пер-
вое слагаемое в многомерном виде

N−1∑

i=0

sin

[
2π

p

n∑

m=1

(km + λm)im

]

=

=

p−1∑

in=0

p−1∑

in−1=0

. . .

p−1∑

i1=0

sin

[
2π

p

n∑

m=2

(km + λm)im +
2π

p
(k1 + λ1)i1

]

.

Внутренняя сумма по индексу i1 здесь будет табличной и представляется в
виде произведения, один из сомножителей которого равен sin[π(k1 + λ1)] и
принимает нулевые значения при любых значениях k1 и λ1. Вследствие этого
и внутренняя сумма, и вся многомерная сумма также будут равны нулю.

Для второго слагаемого в выражении (9) по аналогии имеем

N−1∑

i=0

cos

[
2π

p

n∑

m=1

(km − λm)im

]

=

=

p−1∑

in=0

p−1∑

in−1=0

. . .

p−1∑

i1=0

cos

[
2π

p

n∑

m=2

(km − λm)im +
2π

p
(k1 − λ1)i1

]

.

При k1 6= λ1 внутренняя сумма представляется произведением, один из
сомножителей которого имеет вид sin[π(k1−λ1)] и равен нулю при любых не
равных друг другу значениях k1 и λ1. В случае равенства значений младших
разрядов кодов чисел k и λ (т.е. при k1 = λ1) внутренняя сумма во втором
слагаемом выражения (9) равна

p−1∑

i1=0

cos

[
2π

p

n∑

m=2

(km − λm)im

]

= p cos

[
2π

p

n∑

m=2

(km − λm)im

]
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и второе слагаемое представляется уже (n− 1)-мерной суммой

p

p−1∑

in=0

p−1∑

in−1=0

. . .

p−1∑

i2=0

cos

[
2π

p

n∑

m=3

(km − λm)im +
2π

p
(k2 − λ2)i2

]

.

Внутренняя сумма этого выражения в зависимости от значений k2 и λ2
либо будет равна нулю, либо p, что снова приведет к уменьшению размер-
ности представления второго слагаемого в общем выражении (9). Поскольку
k 6= λ, то обязательно хотя бы одни значения km и λm не будут равны меж-
ду собой. Поэтому и эта многомерная сумма в конечном счете также станет
равной нулю. Таким образом, условие ортогональности доказано.

Используя свойства 5 и 6, можно записать свойство ортонормированности
ОФХ:

1

N

N−1∑

i=0

Cas(k, i)Cas(λ, i) =

{
1, k = λ,

0, k 6= λ.

7. Объединение N первых ОФХ приводит к полной ортонормированной
базисной системе, пригодной для представления любых решетчатых сиг-
налов конечной мощности, определенных на дискретном интервале [0, N).
Полнота системы обеспечивается тем, что к ней невозможно добавить ни
одной новой функции, которая была бы ортогональна ко всем остальным.

Системы дискретных ОФХ удобно записывать в виде матриц C их зна-
чений. Эти матрицы будут симметрическими и ортогональными. Обратные к
ним матрицы будут совпадать с прямыми с точностью до постоянного мно-
жителя 1/N : C−1 = C/N . Свойства матриц ОФХ одинаковы для строк и
столбцов (в силу их симметричности). Матрицы содержат ровно p различ-
ных действительных элементов. Элементы нулевых строк и столбцов равны
единице.

Для фиксированных значений p возможны матрицы ОФХ, отличающие-
ся порядком следования строк и столбцов, т.е. другими словами, возможны
различные способы упорядочения функций Cas(k, i)в системе. Это свойство
матриц ОФХ подобно аналогичному свойству матриц значений ВКФ [4, 7] и
позволяет значительно расширить ассортимент действительных тригономе-
трических базисов.

Изменение порядка следования функций в базисной системе достигает-
ся путем применения различных замкнутых операций переупорядочения к
номерам базисных функций. Наибольшее распространение получили опера-
ции инвертирования p-ичных кодов чисел k и их обобщенное кодирование
Грея [4,6]. Применим их к ОФХ.

Базисная система ОФХ, описываемая выражениями (2) и (3), отличается
тем, что структура ее матрицы значений имеет блочный характер. Подоб-
ным свойством обладает матрица ВКФ для упорядочения Адамара [4]. По
аналогии с ней и базисную систему ОФХ (2), (3) целесообразно назвать
обобщенной системой Хартли – Адамара. Заменяя в этой системе прямой код
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чисел k на инверсный, получаем обобщенную систему Хартли – Пэли

Cas(k, i) = cos

(
2π

p

n∑

m=1

kn+1−mim

)

+ sin

(
2π

p

n∑

m=1

kn+1−mim

)

, (10)

Cas(k, i) =
√
2 sin

(
2π

p

n∑

m=1

kn+1−mim +
π

4

)

=

=
√
2 cos

(
2π

p

n∑

m=1

kn+1−mim −
π

4

)

, (11)

а заменяя прямой код чисел k их кодом Грея, — обобщенную систему Хартли –
Хармута:

Cas(k, i)=cos

(
2π

p

n∑

m=1

< km > im

)

+sin

(
2π

p

n∑

m=1

< km > im

)

, (12)

Cas(k, i) =
√
2 sin

(
2π

p

n∑

m=1

< km > im +
π

4

)

=

=
√
2 cos

(
2π

p

n∑

m=1

< km > im −
π

4

)

, (13)

где разряды кода Грея < km > вычисляются по правилу: < km >= km +

+ km+1 ( mod p), kn+1 = 0. Фамилии Пэли и Хармута включены в назва-
ние систем ОФХ (10)—(13) по аналогии с системами ВКФ.

Следует отметить, что все ранее приведенные свойства ОФХ будут спра-
ведливы для всех перечисленных базисных систем. Однако свойства спек-
тров конкретных сигналов в системах с различным порядком следования
ОФХ могут сильно отличаться.

Системы ОФХ носят обобщенный характер. Из них за счет выбора осно-
вания p системы счисления можно получить множество известных и неизу-
ченных систем. Так при p = N и n = 1 все системы ОФХ переходят в
систему обычных функций Хартли, так как в этом случае

Cas(k, i) = cos

(
2π

N
ki

)

+ sin

(
2π

N
ki

)

= cas(k, i).

При p = 2 и n 6= 1 из систем ОФХ получаются различные системы
Уолша [4, 13]: из ОФХ (2) — системы Уолша – Адамара

Cas(k, i) = cos

(

π

n∑

m=1

kmim

)

= (−1)
∑n
m=1 kmim = had(k, i);

из ОФХ (10) — системы Уолша – Пэли

Cas(k, i) = cos

(

π

n∑

m=1

kn+1−mim

)

= (−1)
∑n
m=1 kn+i−mim = pal(k, i);
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из ОФХ (12) — системы Уолша – Хармута

Cas(k, i) = cos

(

π

n∑

m=1

< km > im

)

= (−1)
∑n
m=1<km>im = har(k, i).

Обобщенные преобразования Хартли и свойства обобщенных спек-
тров Хартли. Обобщенные преобразования Хартли (ОПХ) представляются
в виде следующей пары прямого и обратного дискретных преобразований
Фурье

XX(k) =
1

N

N−1∑

i=0

x(i)Cas(k, i), (14)

x(i) =
N−1∑

k=0

XX(k)Cas(k, i), (15)

где x(i) являются отсчетами дискретного входного сигнала, а XX(k) — соста-
вляющими его обобщенного спектра Хартли. Обе решетчатые функции x(i)
и XX(k) в ОПХ являются действительными и определены на целочисленном
интервале [0, N ). Энергетическая взаимосвязь сигнала и его спектра в базисе
ОФХ устанавливается равенством Парсеваля

1

N

N−1∑

i=0

x2(i) =
N−1∑

k=0

X2X(k),

справедливость которого подтверждает к тому же полноту базисной системы
ОФХ.

Системы ОФХ не обладают свойством мультипликативности, поскольку
произведение двух любых функций Хартли не дает функцию той же систе-
мы. По этой причине в базисе ОФХ в прямом виде не выполняются теоре-
мы преобразования спектров, записанные для мультипликативных базисов и
имеющие важное значение в теории и практике дискретного спектрального
анализа (теоремы об обобщенном сдвиге сигналов, о модуляции сигнала и
спектра, о свертке и корреляции, об умножении сигналов и т.п.) [4,5]. Одна-
ко эти теоремы можно сформулировать и в терминах спектров ОФХ, если
использовать взаимосвязь спектров ОФХ со спектрами мультипликативных
базисов Виленкина – Крестенсона, для которых теоремы спектрального ана-
лиза справедливы [4].

Обобщенные функции Хартли и ВКФ используют в своей структуре оди-
наковые обобщенные тригонометрические функции: четные

cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

и нечетные sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

. В этом смысле обе

системы этих функций являются родственными и их отличие состоит только
в том, что в действительных ОФХ эти функции используются в качестве
слагаемых, а в комплексных ВКФ — в качестве их действительной и мнимой
частей соответственно.
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Спектры родственных базисных систем всегда взаимосвязаны. Для вы-
явления этой связи примем следующие дополнительные обозначения:

XЧ (k) =
1

N

N−1∑

i=0

x(i) cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

,

XH(k) =
1

N

N−1∑

i=0

x(i) sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmim

)

.

Тогда спектры XX(k) Хартли и XBK(k) Виленкина – Крестенсона можно
записать в виде

XX(k) = XЧ (k) +XH(k), (16)

XBK(k) = XЧ (k)− jXH(k). (17)

В последнем уравнении j означает мнимую единицу (j =
√
−1), а наличие

знака минус перед мнимой частью спектра Виленкина – Креcтенсона связа-
но с комплексно-сопряженным характером прямого преобразования Фурье в
базисе ВКФ [4]. Поскольку XЧ (k) является четной функцией переменной k,
а XH(k) — нечетной функцией той же переменной, полезно ввести спектр
Хартли для отрицательных значений его номера

XX(−k) = XЧ (k)−XH(k), (18)

который в базисе ОФХ будет играть роль, аналогичную роли комплексно-
сопряженного спектра X∗BK(k) в базисе ВКФ. Последовательно суммируя и
вычитая уравнения (16) и (18), после преобразования получаем, что

XЧ (k) = [XX(k) +XX(−k)]/2, XH(k) = [XX(k)−XX(−k)]/2,

и спектр Виленкина – Крестенсона принимает следующий вид:

XBK(k) = [XX(k) +XX(−k)]/2− j[XX(k)−XX(−k)]/2. (19)

Это уравнение и является уравнением связи спектров в родственных базисах
ОФХ и ВКФ. Его использование позволяет свойства спектров Виленкина –
Крестенсона трансформировать в свойства спектра Хартли. Выполним такую
трансформацию, записав основные свойства спектров в виде соответствую-
щих теорем спектрального анализа, как это принято в ЦОС [1–5].

Теорема 1. О спектре сигналов с обобщенным сдвигом во времени.
Спектр Хартли сигнала, сдвинутого по оси времени i на величину τ по закону
операций прямого i⊕ τ и обратного i	 τ обобщенного сдвига, выполняемого
с помощью поразрядного суммирования или вычитания по модулю p p-ичных
кодов чисел i и τ , равен спектру Хартли несдвинутого сигнала, модулирован-
ному обобщенными тригонометрическими функциями в момент времени τ .

Доказательство. Если сигнал y(i) получается путем прямого обобщен-
ного сдвига i ⊕ τ по оси времени i на величину τ сигнала x(i) (т.е. y(i) =
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x(i⊕ τ)), то его спектр в базисе ВКФ имеет следующий вид [4, 6]:

YBK(k) = XBK(k) exp

(

j
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

, (20)

где все τm являются разрядами p-ичного кода числа τ ,

τ =
n∑

m=1

τmp
m−1.

Используя уравнения (17) и (19) и развернутую запись комплексной обоб-
щенной экспоненты, выражение (20) можно преобразовать к виду

YBK(k) =

[
XX(k) +XX(−k)

2
cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

+

+
XX(k)−XX(−k)

2
sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)]

−

− j

[
XX(k)−XX(−k)

2
cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

−

−
XX(k) +XX(−k)

2
sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)]

.

Учитывая теперь, что спектр Хартли YX(k) получается путем суммирования
действительной и мнимой частей спектра Виленкина – Крестенсона YBK(k),
в окончательном виде получаем

YX(k) = XX(k) cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

−

−XX(−k) sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

. (21)

При обратном обобщенном сдвиге i	 τ , реализуемого с помощью пораз-
рядного вычитания по модулю p p-ичных кодов чисел i и τ , аналогично

YX(k) = XX(k) cos

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

+

+XX(−k) sin

(
2π

p

n∑

m=1

kmτm

)

. (22)

Выражения (21) и (22) и представляют собой аналитическую запись тео-
ремы об обобщенном сдвиге сигнала в терминах спектров Хартли. Теорема
1 доказана. Из нее следует, что обобщенный сдвиг сигнала по оси време-
ни приводит к модуляции спектра несдвинутого сигнала обобщенными три-
гонометрическими функциями (составляющие спектра с положительными
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номерами — четными, а составляющие спектра с отрицательными номера-
ми — нечетными тригонометрическими функциями). Сами спектры сдвину-
того сигнала в этом случае выражаются при прямом сдвиге через разность,
а при обратном сдвиге — через сумму модулированных составляющих.

Теорема 2. О модуляции сигнала базисной функцией. Умножение сиг-
нала на базисную функцию приводит к изменению порядка следования его
спектральных составляющих.

Доказательство. Пусть сигнал y(i) получается путем умножения сигнала
x(i) на базисную функцию Cas(λ, i). Тогда

YX(k) =
1

N

N−1∑

i=0

[x(i)Cas(λ, i)]Cas(k, i).

Используя развернутую запись ОФХ в виде (2) и применяя известные триго-
нометрические теоремы, после преобразования получаем

YX(k) =
1

2
[XX(k + λ) +XX(k − λ) +XX(λ− k)−XX(−k − λ)]. (23)

Теорема 2 доказана. Из нее следует, что при модулировании сигнала ба-
зисной функцией сам спектр сигнала не меняется, но меняется порядок его
следования.

Теорема 3. О свертке. Спектр Хартли сигнала, являющегося резуль-
татом обобщенной свертки двух других сигналов, равен с точностью до
постоянного множителя произведению спектров этих сигналов.

Доказательство. Пусть сигнал y(i) есть обобщенная свертка двух сигна-
лов x(i) и u(i):

y(i) =
N−1∑

λ=0

x(λ)u(λ	 i).

В базисе ВКФ спектр такой свертки равен [4]

YBK(k) = NXBK(k)UBK(k).

Используя связь спектров Виленкина – Крестенсона и Хартли в форме урав-
нения (19), из этой формулы после преобразования получаем

YBK(k) =
N

4

{
[XX(k) +XX(−k)][UX(k) + UX(−k)]−

− [XX(k)−XX(−k)][UX(k)− UX(−k)]
}
−

− j
N

4

{
[XX(k) +XX(−k)][UX(k)−

− UX(−k)] + [XX(k)−XX(k)][UX(k) + UX(−k)]
}
,

откуда следует, что

YX(k) =
N

2

[

XX(k)UX(−k) +XX(−k)UX(k) +XX(k)UX(k)−
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−XX(−k)UX(−k)

]

=

=
N

2

{

[XX(k) +XX(−k)]UX(k) + [XX(k)−XX(−k)]UX(−k)

}

.

Эта зависимость представляет собой математическое описание теоремы об
обобщенной свертке на языке спектров Хартли.

Теорема 3 доказана. Видно, что ее запись в базисе ОФХ сложнее, чем в
базисе ВКФ. В частном случае, когда один или оба свертываемых сигнала
являются либо четными, либо нечетными относительно середины интервала
определения, запись теоремы 3 о свертке в базисах ОФК и ВКФ совпадает.
Это cвязано с тем, что в этом случае спектры Хартли также являются четными
или нечетными функциями номера k. Так, например, для четного сигнала
x(i) = x(N − i) и XX(k) = XX(−k), поэтому YX(k) = NXX(k)UX(k).

Теорема 4. О корреляции. Спектр Хартли обобщенной корреляционной
функции сигнала равен спектру мощности этого сигнала.

Доказательство. Если обобщенная корреляционная функция двух сигна-
лов имеет вид

y(i) =
1

N

N−1∑

λ=0

x(λ)x(λ⊕ i),

то ее спектр в базисе ВКФ совпадает со спектром мощности этого сигнала [4]:

YBK(k) = X
∗
BK(k)XBK(k).

Используя уравнение (19), это энергетическое соотношение можно записать
и в базисе ОФК:

YX(k) =
1

2
[X2

X
(k) +X2

X
(−k)].

Теорема 4 доказана.

Теорема 5. О независимости спектра мощности и энергетического
спектра сигнала от его обобщенного сдвига по оси времени. Спектр мощ-
ности и энергетический спектр сигнала в базисе Хартли не изменяются при
его обобщенном сдвиге по оси времени.

Доказательство. Пусть сигнал y(i) получают из сигнала x(i)путем его
обратного обобщенного сдвига на время τ , т.е. y(i) = x(i 	 τ ). Энерге-
тический спектр и спектр мощности этого сигнала в базисе ВКФ имеют
следующий вид записи [4]:

Sy(k) =
1

N
YBK(k)Y

∗
BK(k) =

1

N
XBK(k)X

∗
BK(k),

Py(k) = NSy(k) = YBK(k)Y
∗
BK(k) = XBK(k)X

∗
BK(k).

Подставляя в эти формулы вместо спектров Виленкина – Крестенсона их
представления в виде спектров ОФХ (19), после преобразования получаем

Sy(k) =
1

2N
[Y 2X(k) + Y

2
X(−k)] =

1

2N
[X2X(k) +X

2
X(−k)] = Sx(k),
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Py(k) =
1

2
[Y 2X(k) + Y

2
X(−k)] =

1

2
[X2X(k) +X

2
X(−k)] = Px(k).

Теорема 5 доказана. Она свидетельствует об инвариантности энергетических
характеристик сигнала в базисе ОФХ относительно его обобщенного сдвига
по оси дискретного времени.

Теорема 6. Об умножении сигналов. В базисе ОФХ спектр сигнала —
произведения двух других сигналов представляется сумой обобщенных свер-
ток спектров этих сигналов.

Доказательство. Пусть сигналы x(i), y(i) и u(i) имеют одинаковый ин-
тервал определения [0, N) и y(i)=x(i)u(i).

В базисе ВКФ спектры этих сигналов связаны между собой соотношени-
ем обобщенной свертки [4], т.е.

YBK(k) =
N−1∑

λ=0

XBK(λ)UBK(λ	 k). (24)

Но в соответствии с выражением (19)

XBK(λ) =
XX(λ) +XX(−λ)

2
− j

XX(λ)−XX(−λ)
2

,

UBK(λ	 k) = (UX(λ	 k) + UX(−(λ	 k)))/2−

− j(UX(λ	 k)− UX(−(λ	 k)))/2.

Поэтому с учетом этих соотношений из общей формулы (24) после преобра-
зований получаем

YBK(k) =
1

4

N−1∑

λ=0

{
[XX(λ) +XX(−λ)][UX(λ	 k) + UX(−(λ	 k))]−

− [XXU)−XX(−λ)][UX(λ	 k)− UX(−(λ	 k))]
}
−

− j
1

4

N−1∑

λ=0

{
[XX(λ) +XX(−λ)][UX(λ	 k)− UX(−(λ	 k))]+

+ [XX(λ)−XX(−λ)][UX(λ	 k))] + UX(−(λ	 k))]
}
.

Выделяя в комплексном спектре YBK(k) действительную и мнимую части и
суммируя их, получаем спектр сигнала y(i) в базисе ОФХ:

YX(k) =
1

2

[
N−1∑

λ=0

XX(λ)UX(−(λ	 k)) +
N−1∑

λ=0

XX(−λ)UX(λ	 k)+

+
N−1∑

λ=0

XX(λ)UX(λ	 k)−
N−1∑

λ=0

XX(−λ)UX(−(λ	))

]

.

Этот спектр выражается сумой четырех обобщенных сверток спектров
Хартли сигналов-сомножителей.
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Выражение (25) можно упростить и представить спектр YX в виде суммы
двух сверток, если учесть, что

[UX(λ	 k) + UX(−(λ	 k))]/2 = UЧ (λ	 k),

[UX(λ	 k)− UX(−(λ	 k))]/2 = UH(λ	 k),

и поэтому

YX(k) =
N−1∑

λ=0

XX(λ)UЧ (λ	 k) +
N−1∑

λ=0

XX(−λ)UH(λ	 k).

Теорема 6 доказана. Выбор конкретного варианта ее записи зависит от вида
сигналов x(i) и u(i).

Практическое применение приведенных теорем требует знания обобщен-
ных спектральных составляющих Хартли с отрицательными номерами. По-
следние легко можно определить, если учесть, что каждому спектральному
коэффициенту Хартли с отрицательным номером –k соответствует коэффи-
циент Хартли с положительным номером k∗. Номера –k и k∗ являются p-ично
противоположными числами, разряды p-ичных кодов которых связаны соот-
ношением

−km = k
∗
m = (p− km)p = (p− km) (mod p), (25)

где (p − km)p означает вычет числа p − km по модулю p. Соотношение (25)
легко подтверждается, если учесть, что вычет разности двух чисел p и km
равен разности вычетов и вычет числа p по модулю p равен нулю, а вычет
числа km, меньшего p, равен самому числу km.

Все приведенные теоремы обобщенного спектрального анализа Хартли
записаны и выведены для систем обобщенных функций Хартли – Адамара.
Однако они будут выполняться и для систем Хартли с другими способами
упорядочения базисных функций (Пэли и Хармута). Эти теоремы носят обоб-
щенный характер и при конкретных значениях параметра p могут приводить
как к известным, так и к новым результатам. Так, например, при p = N и
n = 1, когда ОФХ переходят в обычные функции Хартли, приведенные тео-
ремы совпадают с теоремами обычного спектрального анализа Хартли [10],
а при p = 2 и N = 2n, когда ОФХ становятся функциями Уолша, они совпа-
дают с теоремами спектрального анализа Уолша [4, 13].

Заключение. Таким образом, в настоящей статье разработаны теорети-
ческие основы построения нового класса дискретных вещественных пара-
метрических обобщенных базисных функций Хартли, который можно рас-
сматривать в качестве действенного инструмента спектрального анализа при
решении различных задач цифровой обработки сигналов. Приведены методы
описания базисных функций, их основные свойства, способы формирования
полных ортогональных базисных систем и преобразований, а также осново-
полагающие теоремы спектрального анализа, сформулированные и доказан-
ные в терминах этих функций.

Схожесть свойств полученных базисных систем со свойствами комплекс-
ных систем Виленкина – Крестенсона и однозначная взаимосвязь спектров
этих систем позволяет рассматривать базис ОФК в качестве вещественной
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альтернативы комплексному базису ВКФ. Можно сказать, что вряд ли суще-
ствуют такие задачи, для которых справедливо использование комплексных
преобразований Виленкина – Крестенсона и одновременно не может быть
применено вещественное обобщенное преобразование Хартли.

Обобщенный характер новых преобразований Хартли позволяет исполь-
зовать их как при обобщении алгоритмов решения известных задач ЦОС,
так и при постановке и решении новых задач обработки сигналов различной
формы. Расширению области прикладного применения обобщенного бази-
са Хартли будет способствовать разработка специальных быстрых процедур
анализа спектра, которая поставлена автором в качестве актуальной задачи
последующих исследований.
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