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Приведен новый подход к решению линейных матричных уравнений и нера-
венств Ляпунова на основе метода А.Н. Крылова, в основе которого лежит
тождество Гамильтона – Кэли. Этот метод используется для решения разно-
образных задач анализа и синтеза линейных MIMO-систем (Multi Input Multi
Output System), т.е. систем с многими входами и выходами. К таким задачам
относится вычисление сбалансированной реализации передаточной матрицы
линейной MIMO-системы в пространстве состояний, редукция и декомпозиция
модели этой системы в пространстве состояний, определение управляемых
и наблюдаемых подпространств, стабилизация с помощью обратной связи
по элементам состояния. Метод подпространств А.Н. Крылова в сочетании
с техникой вычисления матричных делителей нуля использован для решения
матричных уравнений и неравенств Ляпунова. Установлена связь метода с
известным неравенством Löwner – Heinz. На методических примерах проде-
монстрирована эффективность подхода.
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A new approach to solving the Lyapunov linear matrix equations and inequalities
on the basis of a Krylov subspace method (based, in turn, on the Cayley–Hamilton
identity) is offered. This method is used for solving various problems of analysis
and synthesis of linear multi-input multi-output (MIMO) systems. These problems
include (i) calculation of a balanced realization of transfer matrix of the linear
MIMO system in the state space, (ii) reduction and decomposition of a model of
this system in the state space, (iii) definition of controlled and observed subspaces,
(iv) stabilization with the help of the state-elements feedback. The Krylov subspace
method in a combination with the technique of calculating zero divisors of a matrix
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is used here for solving the Lyapunov matrix equations and inequalities. Correlation
between the method and the known Löwner – Heinz inequality is established.
Effectiveness of the approach is demonstrated by the methodical examples.

Keywords: Lyapunov equations and inequalities, Krylov subspaces, zero divisors of a
matrix, Löwner – Heinz inequality.

Постановка задачи. Линейные матричные уравнения и неравенства Ля-
пунова — это ключевые соотношения в современной теории управления ди-
намическими системами. Большинство методов решения уравнений Ляпуно-
ва являются численными. Среди них наибольшую практическую значимость
имеют методы, основанные на ортогональных преобразованиях исходных
матриц. Это обусловлено их численной устойчивостью. В настоящее время
существуют два таких алгоритма решения матричных уравнений Сильвестра
и Ляпунова, основанных на приведении матриц к вещественной форме Шу-
ра или Хессенберга. Это алгоритмы Бартелса – Стьюарта (BS-алгоритм) [1] и
Голубa – Нэша – ван Лоуна (GNL-алгоритм) [2].

При решении линейных матричных неравенств Ляпунова главенствую-
щую роль занимают методы линейного программирования, из которых наи-
более часто используется метод внутренней точки, являющийся обобщением
прямых барьерно-проективных методов.

В настоящей работе представлен новый подход к решению линейных
матричных уравнений и неравенств Ляпунова на основе метода А.Н. Крыло-
ва. Приведенный метод используется для решения задач анализа и синтеза
систем с многими входами и выходами, так называемых линейных Multi
Input Multi Output System (MIMO) систем. К таким задачам относится
вычисление сбалансированной реализации передаточной матрицы линейной
MIMO-системы в пространстве состояний, редукция и декомпозиция моде-
ли этой системы в пространстве состояний, определение управляемых и
наблюдаемых подпространств, стабилизация с помощью обратной связи по
элементам состояния и т.д. В основе метода Крылова лежит тождество
Гамильтона – Кэли

An + an−1A
n−1 + ∙ ∙ ∙+ a1A+ a0In = 0, (1)

где A ∈ Rn×n — заданная числовая матрица, ai, i = 1, n — коэффициенты
характеристического полинома (х.п.).

det (λIn −A) = λn +
(
λn−1 ∙ ∙ ∙ λ 1

)
X(a),

X(a) =
(
an−1 ∙ ∙ ∙ a1 a0

)T
.

(2)

Задача Крылова формулируется следующим образом [3]:
Найти преобразование, вкладывающее скалярное уравнение для х.п. (2) в

матричное уравнение относительно вектора коэффициентов х.п. X(a)

h(A)X(a) = g(A), (3)

чтобы для вектора X(a) существовало решение в виде

X(a) = h−1(A)g(A). (4)

Здесь h(A), g(A) — явные матричные функции элементов матрицы A.
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Задача Крылова (3) имеет решение (4), где

h(A) =
(
An−1f ∙ ∙ ∙ Af f

)
, g(A) = −Anf , (5)

если существует вектор f ∈ Rn, при котором матричная функция h(A) явля-
ется обратимой.

Пусть задана линейная MIMO-система

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (6)

где x(t) ∈ Rn — вектор состояния; u(t) ∈ Rp — векторный вход.
Известны условия асимптотической устойчивости MIMO-системы (6).
1) ∀λi ∈ eig(A) : Reλi < 0(

eig(A) =
{
λi ∈ C : det (λiIn −A) = 0, i = 1, n

})
;

2) для заданной матрицы qqT = Q ≥ 0 ((A, q) — управляемая пара)
существует единственное решение P > 0 линейного матричного уравнения
Ляпунова

ATP + PA−Q = 0; (7)

3) существует множество решений P > 0 линейного матричного нера-
венства Ляпунова

ATP + PA ≤ 0; (8)

4) xT(t)P x(t) — функция Ляпунова системы (6).
В дальнейшем будем предполагать, что (6) — асимптотически устойчивая

система и (A, q) — управляемая пара.
Требуется на основе метода Крылова определить формулы решения ли-

нейного матричного уравнения (7) и неравенства (8).
1. Решение матричного уравнения Ляпунова методом Крылова. Вве-

дем в рассмотрение множество матриц

{E1, . . . , Em} , Ej = E
T
j ∈ R

n×n, m =
n(n+ 1)

2
,

где Ej = ejeTj и

eTj =
(
0 ∙ ∙ ∙ 0 1 0 ∙ ∙ ∙ 0

)

– j-й орт. Нетрудно убедиться, что справедливы следующие матричные
разложения:

P=








p11 p12 ∙ ∙ ∙ p1n
p21 p22 ∙ ∙ ∙ p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 ∙ ∙ ∙ pnn







=








x1 x2 ∙ ∙ ∙ xn
x2 xn+1 ∙ ∙ ∙ x2n−1
...

...
. . .

...
xn x2n−1 ∙ ∙ ∙ xm







=
m∑

j=1

xjEj ,

(9)

ATP + PA =
m∑

j=1

xj

(
ATEj + EjA

)
=

= x1

(
ATE1 + E1A

)
+ ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
. (10)
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С учетом (10) уравнение Ляпунова (7) имеет эквивалентный вид

x1

(
ATE1 + E1A

)
+ ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
−Q = 0. (11)

Зададим базис Крылова в виде набора векторов

{f1, . . . , f r} , (12)

где r =
n+ 2

2
— если (n/2 ∈ N (т.е. n — четное число), и r =

n+ 3

2
, если

(n/2) /∈ N (т.е. n — нечетное число).

С помощью базиса Крылова (12) сформируем систему уравнений следу-
ющего вида:





x1
(
ATE1 + E1A

)
f1 + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f1 −Qf1 = 0,

x1
(
ATE1 + E1A

)
f2 + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f2 −Qf2 = 0,

...
x1
(
ATE1 + E1A

)
f r + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f r −Qf r = 0,

(13)

или эквивалентно

ΦQ








x1
...
xm
1







= 0, (14)

ΦQ
Δ
=






(
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f1 −Qf1

...
. . .

...
...(

ATE1 + E1A
)
f r ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f r −Qf r




 ∈

∈ R(r∙n)×(m+1). (15)

Векторы, образованные произведениями вида
(
ATEi + EiA

)
fk, i = 1,m, k = 1, r, (16)

и упорядоченные так, как это сделано в (14), будем называть подпростран-
ствами Крылова – Ляпунова.

Отметим, что число столбцов (m+ 1) матрицы ΦQ всегда не превышает
числа строк (r ∙ n) (рис. 1).

Если в базисе Крылова (12) все векторы линейно независимые, тогда
решение уравнения (14) имеет единственный вид

(
x1 x2 ∙ ∙ ∙ xm 1

)T
∈ Rm+1, (17)

где
xi =

x̂i

γ0
, i = 1,m, (18)

106 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2014. № 2



Рис. 1. Структура матрицы ΦQ








x̂1
...
x̂m
γ0







=

=







(
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f1 −Qf1

...
. . .

...
...(

ATE1 + E1A
)
f r ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f r −Qf r







⊥

(19)

— правый делитель нуля (правый аннулятор) максимального ранга заданной
матрицы [4].
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При этом решение P = PT > 0 матричного уравнения Ляпунова (7)
формируется по формуле

P =
m∑

j=1

xjEj . (20)

С алгебраической точки зрения решение (20) не зависит от выбора базиса
Крылова (12). С вычислительной точки зрения для каждой пары (A, Q)
существует множество “оптимальных” базисов, минимизирующих ошибки
вычисления.

2. Решение матричного неравенства Ляпунова методом Крылова.
Пусть далее у матрицы A ∈ Rn×n n — нечетное число, т.е. (n / 2) /∈ N.
Рассмотрим запись линейного матричного неравенства Ляпунова (8) в виде

x1

(
ATE1 + E1A

)
+ ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
≤ 0.

Снова зададим базис Крылова {f1, . . . , f r}, где r =
n+ 1

2
, и сформируем

систему уравнений следующего вида:






x1
(
ATE1 + E1A

)
f1 + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f1 = 0,

x1
(
ATE1 + E1A

)
f2 + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f2 = 0,

...
x1
(
ATE1 + E1A

)
f r + ∙ ∙ ∙+ xm

(
ATEm + EmA

)
f r = 0.

(21)

В результате преобразований (21) получаем матричное уравнение

Φ






x1
...
xm




 = 0,

Φ
Δ
=






(
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f1

...
. . .

...(
ATE1 + E1A

)
f r ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f r




 ∈

∈ Rm×m.

(22)

На основе решения уравнения (22) сформируем множество матриц

P = sign (xk)




m∑

j=1

xjEj



 . (23)

Здесь α ∈ R > 0. Знаковая функция sign (xk) в (23) применена для вы-
полнения условия положительной определенности диагональных элементов
квадратичной формы (xk — элемент, соответствующий диагональному эле-
менту P jj , например, x1 → P 11).

Справедливо утверждение. Для любой асимптотически устойчивой ма-
трицы A ∈ Rn×n существует непустое множество базисов Крылова
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{f1, . . . , f r}, что

P = α ∙ sign (xk)




m∑

j=1

xjEj



 ≥ 0, ATP + PA ≤ 0. (24)

Сделаем следующие замечания:
— решение P ≥ 0 неравенства Ляпунова ATP + PA ≤ 0 существует,

если ранг матрицы Φ равен m− 1;
— подходящий выбор базиса Крылова {f1, . . . , f r} обеспечивает получе-

ние решения P > 0 (например, {f1, . . . , f r} = randomize(m, r));
— решение P ≥ 0 (P > 0) неравенства ЛяпуноваATP +PA ≤ 0 соответ-

ствует: правому делителю нуля матрицы Φ; правому собственному вектору
матрицы Φ, отвечающему нулевому собственному значению; правому син-
гулярному вектору матрицы Φ, отвечающему нулевому сингулярному числу
и т.д.

Условно процесс формирования решения неравенства Ляпунова с помо-
щью метода Крылова приведен на рис. 2.

3. Неравенство Löwner – Heinz и поток Ляпунова – Крылова. Известно
неравенство Löwner–Heinz [5].

Если для заданных матриц A, B и числа σ выполняются неравенства

A ≥ B ≥ 0, 0 ≤ σ ≤ 1,

тогда выполняется неравенство

Aσ ≥ Bσ ≥ 0.

Число σ называется показателем Löwner – Heinz.
На основе справедливости неравенства Löwner – Heinz оказывается спра-

ведливым следующее утверждение.
Пусть матрица A такова, что eig(A) ⊂ C−, и пусть задана матрица

P > 0, удовлетворяющая неравенству Ляпунова

ATP + PA ≤ 0, (25)

тогда существует число σmin ≥ 0, что

ATP σ + P σA ≤ 0, (26)

σmin ≤ σ ≤ 1. (27)

Более того, если AT + A < 0, тогда σmin = 0. Здесь P σmin , σmin > 0 —
“граничные снизу” решения линейного матричного неравенства Ляпунова.

Схема (рис. 2) и приведенное утверждение позволяют сформировать по-
ток Ляпунова – Крылова, рассматривая его как процесс формирования реше-
ния неравенства Ляпунова (рис. 3).

Сделаем ряд замечаний.
1. Для сформированного потока Ляпунова – Крылова существует дуаль-

ный поток, порождаемый решениями неравенства AP +PAT ≤ 0 (“гранич-
ные сверху” решения P−1).

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2014. № 2 109



Рис. 2. Процесс формирования решения неравенства Ляпунова

2. Если у матрицы A ∈ Rn×n существуют нулевые или чисто мни-
мые собственные значения, а оставшиеся имеют Reλi < 0, тогда найден-
ные с помощью метода Крылова решения удовлетворяют условиям P ≥ 0,
AP = −PAT.

3. Если у матрицы A ∈ Rn×n размерность n — четное натуральное чи-
сло, т.е. (n/2) ∈ N, тогда для этой матрицы справедливы предыдущие рас-
суждения, если она рассматривается (вкладывается) как элемент блочно-
диагональной матрицы нечетного порядка

A =

(
A 0

0 a

)

∈ Rn×n, a ∈ R,
n+ 1

2
∈ N.

Здесь a в общем случае произвольное отрицательное число.
4. Примеры решения неравенства Ляпунова. Рассмотрим примеры

решения неравенства Ляпунова.
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Рис. 3. Поток Ляпунова – Крылова

Пример 1. Пусть задана матрица A ∈ R2×2 в сопровождающей форме
Фробениуса

A =

(
0 1

a0 a1

)

, a0, a1 ∈ R, (28)

Характеристический полином (28) имеет

det (λIn −A) = λ
2 − a1λ− a0.

Найдем решение неравенства Ляпунова для матрицы (28).
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Осуществим вложение матрицы (28) в матрицу A ∈ R3×3 следующим
образом:

A =

(
A 0

0 a

)

=




0 1 0

a0 a1 0

0 0 a



 , a ∈ R. (29)

Выберем базис как систему векторов

(
f1 f2

)
=




0 0

1 0

0 1



 . (30)

Составим матрицу Φ с учетом (29), (30):

Φ =

( (
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATE6 + E6A

)
f1(

ATE1 + E1A
)
f2 ∙ ∙ ∙

(
ATE6 + E6A

)
f2

)

∈ R6×6. (31)

Матрица (31) имеет вид

Φ =











1 a1 0 a0 0 0

0 2 0 2a1 0 0

0 0 1 0 a+ a1 0

0 0 −a 0 a0 0

0 0 1 0 a+ a1 0

0 0 0 0 0 2a











. (32)

Для (32) вычислим

Φ⊥ =
(
x1 x2 ∙ ∙ ∙ x6

)T
=
(
a21 − a0 −a1 0 1 0 0

)T
. (33)

Вид (33) имеет и собственный вектор матрицы (32), отвечающий нулево-
му собственному значению.

На основе (33) по формуле P =
m∑

j=1

xjEj составим матрицу

P =




a21 − a0 −a1 0
−a1 1 0

0 0 0



 . (34)

В результате подходящего выбора базиса Крылова в (34) отсутствует эле-
мент a из матрицы (29). Исключая в матрице (34) последнюю строку и стол-
бец, получим матрицу

P̂ =

(
a21 − a0 −a1
−a1 1

)

. (35)

Условия положительной определенности (35) в соответствии с критерием
Сильвестра имеют вид

{
a21 − a0 > 0,
a21 − a0 − a

2
1 > 0,

⇒

{
a21 − a0 > 0,
−a0 > 0,

т.е. a0 < 0, а на элемент a1 пока не накладываются никакие ограничения.
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Пусть a0 < 0, тогда

P̂ =

(
a21 − a0 −a1
−a1 1

)

> 0. (36)

Вычислим производную функции Ляпунова (36) в силу системы, где ма-
трица A равна (28), получим

ATP̂ + P̂A =

(
−2a0a1 0
0 0

)

.

Для того чтобы выполнялось условие
(
−2a0a1 0
0 0

)

≤ 0

(согласно критерию Сильвестра), необходимо и достаточно при a0 < 0 иметь
a1 < 0.

Таким образом, для асимптотической устойчивости матрицы (28) необ-
ходимо и достаточно выполнения неравенств

a0 < 0, a1 < 0,

но это есть необходимые и достаточные условия критерия Гурвица.
Если вычислить в явном виде собственные значения матрицы P̂ (36), то

они будут равны

λ1,2 =
1

2

(

a21 − a0 + 1±
√
a41 − 2a0a

2
1 + 2a

2
1 + a

2
0 − 2a0 + 1

)

. (37)

Из (37) следует, что для положительной определенности матрицы P̂ (36)
необходимо и достаточно выполнения неравенства a0 < 0.

Пример 2. Решим неравенство Ляпунова для матрицы A ∈ R2×2, задан-
ной в вещественной форме Жордана:

A =

(
δ β

−β δ

)

, δ, β ∈ R. (38)

Собственные значения матрицы (38) равны δ ± iβ, i2 = −1.
Выполним аналогичные предыдущим вычисления. В результате получим

матрицу

P̂ =

(
2δ2 + β2 −δβ
−δβ β2

)

. (39)

Условия положительной определенности (39) в соответствии с критерием
Сильвестра имеют вид {

2δ2 + β2 > 0,

δ2β2 + β4 > 0.
(40)

Очевидно, что при любых (не одновременно нулевых) δ, β ∈ R эти усло-
вия выполняются.

Собственные значения матрицы P̂ (39) равны

δ2 + β2 ±
√
δ2β2 + δ4. (41)
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Отсюда следует предыдущий вывод.

Вычислим производную функции Ляпунова (39) в силу системы, где ма-

трица A равна (38). В результате получим

ATP̂ + P̂A =

(
4δβ2 + 4δ3 0

0 0

)

. (42)

Таким образом, для выполнения условия
(
4δβ2 + 4δ3 0

0 0

)

=

(
4δ
(
β2 + δ2

)
0

0 0

)

≤ 0. (43)

необходимо и достаточно δ < 0, т.е. eig(A) ⊂ C−.

Пример 3. Решим неравенство Ляпунова для матрицы A ∈ R3×3, задан-

ной в форме Фробениуса,

A =




0 1 0

0 0 1

a0 a1 a2



 . (44)

Используя базис Крылова

(
f1 f2

)
=




1 0

0 0

0 1



 , (45)

вычислим матрицу (31):

Φ =

( (
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATE6 + E6A

)
f1(

ATE1 + E1A
)
f2 ∙ ∙ ∙

(
ATE6 + E6A

)
f2

)

∈ R6×6.

Получим

Φ =











0 0 2a0 0 0 0

1 0 a1 0 a0 0

0 1 a2 0 0 a0
0 1 a 0 0 a0
0 0 1 1 a2 a1
0 0 0 0 2 2a











. (46)

Для (46) вычислим

Φ⊥ =
(
x1 x2 ∙ ∙ ∙ x6

)T
=

=
(
a0a2 −a0 0 a22 − a1 −a2 1

)T
. (47)

На основе (47) составим матрицу

P =




a0a2 −a0 0

−a0 a22 − a1 −a2
0 −a2 1



 . (48)
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Условия положительной определенности (48) имеют вид





a0a2 > 0,

a0
(
a22 − a1a2 − a0

)
> 0,

−a0 (a1a2 − a0) > 0.

(49)

Вычисляя далее производную функции Ляпунова (48) в силу системы,

где матрица A равна (44), получаем

ATP + PA =




0 0 0

0 −2 (a0 + a1a2) 0
0 0 0



 . (50)

Объединяя условия отрицательной полуопределенности матрицы (50)

ATP + PA =




0 0 0

0 −2 (a0 + a1a2) 0
0 0 0



 ≤ 0 ⇔ a0 + a1a2 > 0

и условия положительной определенности матрицы (48) (см.(49)), получаем

систему неравенств





a0a2 > 0,

a0
(
a22 − a1a2 − a0

)
> 0,

−a0 (a1a2 − a0) > 0,

a0 + a1a2 > 0.

(51)

Из (51) получаем условия асимптотической устойчивости Гурвица





a0 < 0,
a1 < 0,
a2 < 0,
a1a2 − a0 > 0.

(52)

5. Решение неравенства Ляпунова для неустойчивых матриц. Рассмо-

трим процесс формирования решения неравенства Ляпунова в неустойчивом

случае. Пусть далее eig (A) ⊂ C+, т.е. все собственные значения матрицы

A ∈ Rn×n лежат в правой полуплоскости C. Тогда для выбранного подходя-

щим образом базиса Крылова справедливы линейные матричные неравенства

P = α ∙ sign (xk)




m∑

j=1

xjEj



 > 0, ATP + PA ≥ 0, (53)
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где

Φ






x1
...
xm




 = 0,

Φ
Δ
=






(
ATE1 + E1A

)
f1 ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f1

...
. . .

...(
ATE1 + E1A

)
f r ∙ ∙ ∙

(
ATEm + EmA

)
f r




 ∈

∈ Rm×m.

(54)

Пусть далее

eig (A) =
{
Λ−
⋃
Λ+

}
, Λ− ⊂ C−, Λ+ ⊂ C+,

Λ− 6= ∅, Λ+ 6= ∅, т.е. значения матрицы A ∈ Rn×n лежат как в правой
полуплоскости, так и в левой полуплоскости C. Тогда матрицы

P = α ∙ sign (xk)




m∑

j=1

xjEj



 , ATP + PA (55)

будут знаконеопределенными. При этом если существуют элементы xk → P jj
и xl → P ii, что

sign (xk) 6= sign (xl) , (56)

то это является достаточным условием неустойчивости матрицы A.
Общий вид алгоритма решения неравенства Ляпунова в неустойчивом

случае выглядит следующим образом.
Алгоритм решения неравенства Ляпунова для неустойчивой матри-

цы.
Задано: A ∈ Rn×n — неустойчивая матрица. Требуется найти: матрицу

X =XT > 0, что

eig
(
A− μBBTX−1

)
⊂ C−.

Шаг 1. Задать скаляр ρ > 0, что

eig (A+ ρIn) ⊂ C+.

Шаг 2. Вычислить матрицу X = XT > 0, удовлетворяющую неравен-
ству Ляпунова

AX +XAT + 2ρX ≥ 0,

следующим образом:





(
AE1 + E

T
1 A
)
f1 ∙ ∙ ∙

(
AEm + EmA

T
)
f1

...
. . .

...(
AE1 + E1A

T
)
f r ∙ ∙ ∙

(
AEm + EmA

T
)
f r











x1
...
xm




 = 0,
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X = sign (x1)




m∑

j=1

xjEj



 > 0. (57)

Шаг 3. Вычислить матрицу Q:

Q = AX +XAT.

Шаг 4. Проверить выполнение неравенства [6]

S
Δ
= B⊥LQB

⊥T
L < 0, (58)

где B⊥LB = 0, rankB
⊥
L = n− p.

Шаг 5. Если неравенство (58) выполняется, вычислить скаляр

μ > μmin
Δ
= λmax ∈ eig

(
B+

[
Q−QB⊥TL S

−1B⊥LQ
]
B+T

)
. (59)

В противном случае — вернуться к шагу 2. Шаг 2 может быть повторен
несколько раз (со сменой базиса Крылова {f1, . . . , f r} и задания скаляра
α > 0) для формирования строгих неравенств

XΣ =
N∑

i=1

αiXi > 0, AXΣ +XΣA
T + 2ρXΣ > 0. (60)

Формулы (57)—(60) являются альтернативой указанным во введении
методам линейного программирования и, в частности, методу внутренней
точки.

Заключение. В работе предложен новый подход к решению линей-
ных матричных уравнений и неравенств Ляпунова на основе метода под-
пространств А.Н. Крылова. Обычно в теории управления метод подпро-
странств А.Н. Крылова используется для решения разнообразных задач для
MIMO-систем (вычисление сбалансированной реализации передаточной ма-
трицы, редукция и декомпозиция моделей, определение управляемых и на-
блюдаемых подпространств, стабилизация с помощью обратной связи по
элементам состояния и др.) Здесь же метод подпространств А.Н. Крылова
в сочетании с техникой вычисления матричных делителей нуля использует-
ся для нахождения решений матричных уравнений и неравенств Ляпунова.
Установлена связь метода с известным неравенством Löwner – Heinz. На ме-
тодических примерах продемонстрирована эффективность подхода.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образова-
ния и науки РФ. Задание № 2014/104.
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