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УРАВНЕНИЕ ЛАЗЕРНОЙ ЛОКАЦИИ
НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
С КОМБИНИРОВАННОЙ ЛОКАЛЬНОЙ
ИНДИКАТРИСОЙ ОТРАЖЕНИЯ

Получено в интегральном виде уравнение лазерной локации для слу-
чайно неровной поверхности с локальной индикатрисой отражения,
имеющей ламбертовскую и зеркальную компоненты. В случае, когда
высоты и наклоны поверхности распределены по нормальному зако-
ну, получена аналитическая формула для средней мощности, реги-
стрируемой приемником лазерного локатора. Показано, что прини-
маемая мощность сильно зависит от локальной индикатрисы от-
ражения поверхности.

В большинстве работ по лазерной локации облучаемая поверхность
полагается либо плоской с ламбертовским законом отражения, либо
случайно неровной с ламбертовской индикатрисой отражения элемен-
тарных участков поверхности (см., например, работы [1–7]). В насто-
ящей работе на основе фотометрического подхода рассмотрена задача
лазерной локации неровной поверхности с локальной индикатрисой от-
ражения, имеющей ламбертовскую и зеркальную компоненты. Для та-
кой поверхности проведен строгий вывод уравнения лазерной локации;
показано, при каких условиях это уравнение допускает упрощение; по-
лучено аналитическое выражение для мощности, регистрируемой при-
емником.

Пусть неровная поверхность S облучается узким лазерным пучком.
В рамках фотометрического подхода к задаче локации общее инте-
гральное выражение для мощности Р , регистрируемой приемником (в
малоугловом приближении для источника и приемника при отсутствии
затенений одних элементов поверхности другими и многократного рас-
сеяния на поверхности), имеет следующий вид [8]:

P =

Z
S

Z
2π

Lп(~R, ~m)Lотр( ~R, ~m) cos θпs dΩ(~m) d ~R, (1)

где Lотр(~R, ~m)— яркость отраженного излучения на поверхности S в
точке ~R в направлении ~m; Ω(~m) — телесный угол; θпs — угол между
нормалью к поверхности S и направлением на приемник.

Величина Lп( ~R, ~m) имеет размерность ср−1. Если эту величину
умножить на 1Вт·м−2, то полученная величина будет соответствовать
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яркости, создаваемой на элементе поверхности S излучением, падаю-
щим от фиктивного источника с параметрами приемника (распределе-
ние яркости излучения такого источника соответствует угловому полю
зрения приемной оптической системы).

В рамках фотометрического подхода яркость отраженного излуче-
ния Lотр(~R, ~m) можно представить в следующем виде:

Lотр(~R, ~m) = χ( ~R,~k, ~m)L0(~R, ~m); (2)

здесь χ(~R,~k, ~m) — локальная индикатриса отражения (для однород-
ной поверхности χ( ~R,~k, ~m) = χ(~k, ~m)); ~k, ~m — векторы, характери-
зующие направление соответственно падающего и отраженного излу-
чения; L0(~R, ~m)— распределение яркости отраженного излучения для
идеального отражателя (ламбертовского отражателя с альбедо, равным
единице).

Для идеального ламбертовского отражателя распределение яркости
имеет вид [1]

L0(~R, ~m) ≡ L0(~R) = Eи( ~R)

π
, (3)

где Eи( ~R)— освещенность элементарной отражающей площадки, со-
здаваемая излучением, падающим от источника.

Локальная индикатриса отражения χ(~k, ~m) характеризует рассеива-
ющие свойства локальных участков крупномасштабной поверхности S
(размеры локальных участков много меньше характерных масштабов
поверхности S, но много больше длины волны излучения). В качестве
индикатрисы χ(~k, ~m) примем комбинированную индикатрису, имею-
щую ламбертовскую и зеркальную составляющие (аналогичная инди-
катриса отражения для плоской поверхности рассмотрена в работе [9]):

χ(~k, ~m) = A

µ
α + β

π

cos θз
δ(~m− ~mз)

¶
; (4)

здесь A— коэффициент отражения (альбедо) элементарной отражаю-
щей площадки; α, β — доля ламбертовского и зеркального отражения
для элементарной отражающей площадки, α+β = 1; ~mз— вектор зер-
кального отражения, зависящий от вектора ~mи направления падающего
излучения и нормали ~n к отражающей площадке:

~mз = ~mи − 2~n(~n~mи);

θз — угол между нормалью к отражающей площадке ~n и вектором ~mз;
δ(~m)— дельта-функция.
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Индикатриса отражения χ(~k, ~m) нормирована условием

1

π

2πZ
0

π/2Z
0

χ(~k, ~m) cos θ dΩ(~m) = A. (5)

Подставляя формулы (2)–(4) в выражение (1), получим

P = α
A

π

Z
S

Eи(~R)Eп( ~R)d~R+

+ βA

Z
S

Eи(~R)d ~R

Z
2π

Lп( ~R, ~m)δ(~m− ~mз)dΩ(~m), (6)

где
Eп(~R) =

Z
2π

Lп( ~R, ~m) cos θпsdΩ(~m).

Величина Eп(~R) безразмерная. Eсли умножить ее на 1Вт·м−2, то
полученная величина будет соответствовать освещенности, создавае-
мой на элементе поверхности S излучением, падающим от фиктивного
источника с параметрами приемника.

В выражении (6) учтено, что для элементарных площадок, отража-
ющих излучение источника на приемник (т.е. влияющих на принимае-
мую мощность Р ), справедливо равенство cos θз = cos θпs.

Для условий прозрачной атмосферы формулу (6) можно упростить,
используя следующее выражение для яркости Lп(~R, ~m) гауссовского
пучка фиктивного источника (с параметрами приемника) на расстоянии
zп от приемника:

Lп(~R, ~m) = exp

µ
−m

2
x⊥ +m

2
y⊥

α2п
−

− (mx⊥zп − Rx⊥)2 + (my⊥zп − Ry⊥)2
r2п

¶
; (7)

здесь 2αп — угол поля зрения приемника; rп — эффективный радиус
приемного объектива; ~R⊥ = {Rx⊥, Ry⊥}, ~m⊥ = {mx⊥,my⊥} — век-
торы в плоскости, перпендикулярной оптической оси приемника, ха-
рактеризующие положение точки наблюдения и направление излуче-
ния соответственно.

Используя формулу (7) и условие rп ¿ αпzп (выполняющееся для
большинства систем лазерной локации), переходя в формуле (7) от век-
торов ~m⊥ к векторам в системе координат, связанной со случайно ори-

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2003. № 4 19



ентированной отражающей площадкой, проводя в выражении (6) ин-
тегрирование по угловым координатам (по dΩ) и переходя аналогич-
но тому, как это сделано в работе [10], от интегрирования по неровной
поверхности S к интегрированию по поверхности S0 (проекции S на
плоскость z = 0), после ряда преобразований из выражения (6) полу-
чим

P ≈ α
A

π

Z
S0

Eи( ~R
0
0ζ)Eп( ~R

00
0ζ)
d ~R0
nz

+

+ βA

Z
S0

Eи( ~R
0
0ζ) exp

µ
−(R

00
0xζ)

2 + (R00
0yζ)

2

(αпzп)2

¶
×

× exp

−
(qx + R0xT + γxqz)

2

(~n~mп)2(1 + γ2x + γ2y)
+

µ
R0ys +

γyqzp
1 + γ2x

¶2
µ
rп
zп

¶2
d~R0nz , (8)

где

~R0
0ζ =

µ
(R0x ctg θи − ζ( ~R)) sin θи, R0y

¶
;

~R00
0ζ =

µ
(R0xctgθп − ζ( ~R)) sin θп, R0y

¶
;

s =
1

zи
+
1

zп
; T =

cos2 θи
zи

+
cos2 θп
zп

;

qx = sin θи + sin θп; qz = −(cos θи + cos θп);
~R0 = {R0x, R0y} — вектор в плоскости z = 0; θи, θп — углы между
нормалью к плоскости z = 0 и оптическими осями источника и при-
емника; zи, zп — наклонные расстояния от источника и приемника до
центра сектора обзора на поверхности; ~mп — единичный вектор, ха-
рактеризующий направление на приемник; ~n = {nx, ny, nz}— вектор
нормали к неровной поверхности S,

nz =
1p

1 + γ2x + γ2y
;

~γ = {γx, γy}— вектор наклонов неровной поверхности S; ζ( ~R)— вы-
сота неровной поверхности S в точке ~R; для простоты полагаем, что
источник, приемник и их оптические оси лежат в одной плоскости 0xz,
а поверхность S плавно неровная.
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Величина rп/zп в знаменателе второй экспоненты в выражении (8)
мала при расстояниях от приемника zп в несколько десятков метров и
более, поэтому выражение (8) можно упростить, используя аппрокси-
мацию дельта-функции:

ε√
π
exp(−ε2x2)→ δ(x) при ε→∞, ε =

zп
rп
.

Тогда из выражения (8) получим

P ≈ α
A

π

Z
S0

Eи( ~R
0
0ζ)Eп( ~R

00
0ζ)
d ~R0

nz
+ βA

Z
S0

Eи( ~R
0
0ζ)Eп( ~R

00
0ζ)×

×δ
µ

1p
1 + γ2x

(qx+R0xT+γxqz)

¶
δ

µ
1p
1 + γ2y

µ
R0ys+

γyqzp
1 + γ2x

¶¶
d~R0
nz

,

(9)

где

Eп( ~R) ≈ πr2п(~n~mп)

z2п
exp

µ
− R2

⊥
(αпzп)2

¶
.

Проводя в формуле (9) усреднение по высотам и наклонам случайно
неровной поверхности S, получим следующее выражение для средней
мощности P , регистрируемой приемником:

P ≈ α
A

π

∞Z
−∞

W (ζ)dζ

∞Z
−∞

W (~γ)d~γ

Z
S0

Eи(~R
0
0ζ)Eп( ~R

00
0ζ)
d~R0
nz

+

+ βA
q4

4q4z

∞Z
−∞

W (ζ)dζ

Z
S0

En
и (
~R0
0ζ)E

n
п (
~R00
0ζ)W (γ̃x, γ̃y) d~R0, (10)

где
γ̃x = −qx

qz
− R0x

qz
T, γ̃y = −R0y

qz
s;

En
и (
~R0
0ζ) = Eи( ~R

0
0ζ)(~mи~n)

−1; En
п (
~R00
0ζ) = Eп(~R

00
0ζ)(~mп~n)

−1;

q2 = q2x + q2z ; W (ζ), W (γx, γy) — плотности распределения высот и
наклонов неровной поверхности S.

Формула (10) представляет собой записанное в интегральном ви-
де уравнение лазерной локации для случайно неровной поверхности с
локальной индикатрисой отражения, имеющей ламбертовскую и зер-
кальную компоненты.
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Полагая, что значения высот и наклонов поверхности S распределе-
ны по нормальному закону, пучки действительного и фиктивного (с па-
раметрами приемника) источников— гауссовские, вычислим интегра-
лы в выражении (10) и получим следующую аналитическую формулу
для средней мощности P , регистрируемой приемником лазерного ло-
катора при облучении случайно неровной поверхности с локальной ин-
дикатрисой отражения вида (4):

P =
aиaпA

z2иz
2
п

Ã
αQ(Cи + Cп)

−1/2p−1/2Ω +

+ β
q4

q4z4
√
2σ

1

2(γ2xγ
2
y)
1/2

µ
Cи + Cп +

1

2γ2yq
2
z

µ
1

zи
+
1

zп

¶2¶−1/2
×

× d−1/2 exp
µ
− q2x
2γ2xq

2
z

³
1− n

n+ p

³
1 + d−1(Cи sin θи cos θи +

+ Cп sin θп cos θп)
2
´´¶!

, (11)

где

Ω =
¡
1 + 2σ2p−1CиCп sin

2(θи − θп)
¢−1/2

; p = Cи cos
2 θи + Cп cos

2 θп;

d =
(n + p)

2σ2
+ CиCп sin

2(θи − θп) + n(Cи sin
2 θи + Cп sin

2 θп);

n =
1

2γ2xq
2
z

µ
cos2 θи
zи

+
cos2 θп
zп

¶2
; aи =

P0
πα2и

; aп = r2пπ;

Cи = (αиzи)
−2; Cп = (αпzп)

−2;

Q =
a exp

³ 1
2a

´
4
¡
γ2xγ

2
y

¢1/2 ∞X
k=0

a−k

k!

µ
µ

2

¶2kÃ
sin θи sin θпa

1/4Γ(2k + 2)

Γ(k + 1)
×

×W−k− 3
4
, k+ 3

4

µ
1

a

¶
− sin θи sin θпa−1/4Γ(2k + 3)

Γ(k + 2)

µ

2
W−k− 5

4
, k+ 5

4

µ
1

a

¶
+

+ 2 cos θи cos θпa
−1/4Γ(2k + 1)

Γ(k + 1)
W−k− 1

4
, k+ 1

4

µ
1

a

¶!
;

a = 4

µ
1

γ2x
+

1

γ2y

¶−1
; µ = 0,5a∆, ∆ = 0,5

µ
1

γ2x
− 1

γ2y

¶
; σ2, γ2x, γ

2
y —

дисперсии высот и наклонов неровной поверхности S; Γ(k)— гамма-
функция;Wn,m(x)— функция Уиттекера; P0— мощность, излучаемая
источником; 2αи — угол расходимости излучения источника.
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Зависимость величины N от угла приема θп:
1— α = 0,5, β = 0,5; 2— α = 0,95, β = 0,05; 3— α = 0,98, β = 0,02

В случае β, σ2, γ2x, γ2y → 0 формула (11) переходит в известное вы-
ражение для принимаемой мощности, полученное для плоской ламбер-
товской поверхности [1, 2].

При α → 0 формула (11) определяет мощность, регистрируемую
приемником от локально зеркальной (например, морской) поверхно-
сти. В частном случае локации в надир (θи = 0, θп = 0) формула (11)
совпадает с формулами, полученными в работах [11–13]. При наклон-
ной локации (θи 6= 0, θп 6= 0)формула (11) совпадает (если пренебречь в
ней влиянием дисперсии возвышений поверхности) с формулой, полу-
ченной в работе [14]. В случае, когда поверхность облучается сфериче-
ской волной, а приемник принимает излучение от всех углов, формула
(11) совпадает с формулой, полученной в работе [10].

На рисунке для бистатической локации приведены результаты рас-

четов зависимости величины N =
Pz2иz

2
п

Aaиaп
— относительной величи-

ны, характеризующей мощность P , регистрируемую приемником, —
от угла приема θп.

Расчеты проведены по формуле (11) для следующих значений па-
раметров: zи = 104 м; zп = 102 м; αи = 0,001; αп = 0,002; θи = 30◦;
σ = 0,1м; γ2x = γ2y = 10−3.

Из рисунка видно, что мощность, регистрируемая приемником,
сильно зависит от локальной индикатрисы отражения поверхности:
в направлениях, близких к углу зеркального отражения (θп = −θи),
появляется пик, величина которого определяется долей зеркальной со-
ставляющей локальной индикатрисы отражения поверхности.

Таким образом, в настоящей работе получено в интегральном ви-
де уравнение лазерной локации для случайно неровной поверхности
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с локальной индикатрисой отражения, имеющей ламбертовскую и зер-
кальную компоненты. В случае, когда высоты и наклоны поверхности
распределены по нормальному закону, получена аналитическая форму-
ла для средней мощности, регистрируемой приемником лазерного ло-
катора. Показано, что принимаемая мощность сильно зависит от ло-
кальной индикатрисы отражения поверхности.
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