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ВЫБОР МЕТОДА ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ
ИЗМЕРЕНИЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
КОЛИЧЕСТВЕННОГО ЛАЗЕРНОГО
ГАЗОАНАЛИЗА

Рассмотрена задача восстановления концентраций газов по резуль-
татам лазерных измерений. Описана процедура выбора метода об-
работки результатов измерений с использованием числа обусло-
вленности матрицы системы уравнений лазерного газоанализа.По-
казано, что при небольшом числе обусловленности (десятки и ме-
нее) для системы уравнений газоанализа можно использовать стан-
дартные методы решения систем линейных алгебраических уравне-
ний. При большой величине числа обусловленности (сотни и более)
необходимо использовать методы решения некорректных матема-
тических задач.

Охрана окружающей среды и, в том числе, атмосферы — одна из
важнейших задач на сегодняшний день. Для экологического монито-
ринга атмосферы и оперативного контроля уровня вредных газовых за-
грязнителей, например, на производстве требуются быстродействую-
щие, автоматизированные и недорогие приборы, позволяющие прово-
дить анализ газовых смесей с высокой точностью. К одному из классов
таких приборов относятся лазерные оптико-акустические газоанализа-
торы (ЛОАГ) [1–5].

Если задача определения качественного состава газовой смеси ре-
шена (она рассмотрена, например, в работах [6, 7]) или состав анализи-
руемой газовой смеси заранее известен (например, при рутинном газо-
анализе), основной задачей обработки результатов измерений является
восстановление количественной информации о концентрациях компо-
нентов газовой смеси.

Задача восстановления концентрации газовN -компонентной смеси
по данным измерений с помощью ЛОАГ (в случае, если ширина лазер-
ных линий много меньше спектральной ширины линий поглощения га-
зов) сводится к решению системы изM > N линейных алгебраических
уравнений лазерного газоанализа вида [8]
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где kji — коэффициент поглощения i-го компонента газовой смеси
для j-го спектрального канала измерения; ci — искомая концентрация
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i-го компонента; yj — измеренный приведенный сигнал для j-го спек-
трального канала измерения; αj — коэффициент неселективного по-
глощения для j-го спектрального канала измерения; i = 1, 2, . . . , N ;
j = 1, 2, . . . ,M .

В матричной форме выражение (1) имеет вид

K ~C + ~α = ~Y ; (2)

здесь K — матрица коэффициентов поглощения kji ; ~C — вектор иско-
мых концентраций ci; ~α— вектор коэффициентов неселективного по-
глощения; ~Y — вектор приведенных сигналов yj .

Для устранения влияния неселективного поглощения используют
режим дифференциального поглощения. При этом числоM спектраль-
ных каналов измерения (и, соответственно, количество уравнений си-
стемы (1)) равно 2N , спектральные каналы измерения выбираются по-
парно близко друг к другу так, что можно полагать в каждой паре коэф-
фициент неселективного поглощения одинаковым. Вычитая попарно
уравнения в системе (1), приходим к следующей системе разностных
уравнений:

∆k11c1 +∆k12c2 + . . .+∆k1NcN = ∆y1,
∆k21c1 +∆k22c2 + . . .+∆k2NcN = ∆y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆kN1 c1 +∆kN2 c2 + . . .+∆kNN cN = ∆yN ,

(3)

где
∆kji = k2j−1i − k2ji ; ∆yj = y2j−1 − y2j .

В матричной форме система (3) имеет вид

∆K ~C = ∆~Y ; (4)

здесь ∆K — матрица разностей коэффициентов поглощения ∆kji ;
∆~Y — вектор разностей приведенных сигналов ∆yj .

Для восстановления концентраций газов путем решения уравнений
(1)–(4) в малокомпонентных газовых смесях (с числом компонентов от
двух до пяти), как правило, используют стандартные методы решения
системы линейных алгебраических уравнений.

В случае, когда система уравнений имеет единственное решение и
определитель матрицы∆K отличен от нуля, решение, например, урав-
нения (4) в матричной форме имеет вид

~C = ∆K−1∆~Y , (5)

где ∆K−1— матрица, обратная к ∆K .
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Для многокомпонентных смесей (с числом компонентовшесть и бо-
лее) обратный оператор для систем уравнений (1)–(4) не обладает свой-
ством устойчивости к малым изменениям правой части уравнения; ма-
трица K (или ∆K) называется в таких случаях плохо обусловленной.
Для плохо обусловленных матриц сколь угодно малые вариации резуль-
татов измерений могут привести к сколь угодно большим вариациям
искомых величин концентраций газов (т.е. задача восстановления кон-
центраций компонентов газовой смеси путем решения системы уравне-
ний лазерного газоанализа является некорректной математической за-
дачей [9]). В этом случае для восстановления концентраций газов по
данным лазерных измерений используют различные методы решения
некорректных математических задач, например метод регуляризации
Тихонова с применением различных способов выбора параметра регу-
ляризации [10–13], метод поиска квазирешений [14] или другие методы
построения устойчивых решений обратных задач [15].

Использовать при любом количестве компонентов в газовой смеси
методы решения некорректных математических задач не всегда прием-
лемо.Например, в случае малокомпонентной смеси при использовании
метода регуляризации для решения системы линейных алгебраических
уравнений лазерного газоанализа ошибки восстановления концентра-
ций газов могут быть больше соответствующих ошибок при использо-
вании стандартных методов решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений. Кроме того, для выбора параметра регуляризации, как
правило, необходимо использовать или априорную информацию (на-
пример, об уровнешумов измерения), или набор независимых измерен-
ных сигналов (что нереально при контроле в режиме реального време-
ни). Метод поиска квазирешений не только требует разработки специ-
ализированного сложного программного обеспечения, но и может при-
водить к необходимости большого объема вычислений (что может быть
неприемлемо для оперативного газоанализа).

Таким образом, весьма желательно, особенно при оперативном га-
зоанализе, проводить предварительную оценку возможности использо-
вания различных методов восстановления концентраций газов по дан-
ным лазерных измерений (и по возможности использовать стандартные
методы решения системы линейных алгебраических уравнений).

Однако возможность использования того или иного метода опреде-
ляется не только количеством компонентов, но и качественным соста-
вом смеси, выбранным набором спектральных каналов измерения,шу-
мами измерения и качеством исходной информации о коэффициентах
поглощения газов.
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Для характеристики матрицы коэффициентов системы линейных
алгебраических уравнений предложены различные количественные
характеристики, называемые числами обусловленности. Одной из та-
ких характеристик является, например, N -число Тюринга [16]:

N =
1

n
kKk kK−1k,

где

kKk =
sX

i,j

¯̄
κji
¯̄
2

— матричная норма.
Числа обусловленности не дают исчерпывающей характеристики

обусловленности матрицы, но они имеют вполне определенный вероят-
ностный смысл. Так,N -число обусловленности показывает, во сколько
раз отношение среднеквадратического значения ошибок неизвестных к
среднеквадратическому значению самих неизвестных превосходит от-
ношение среднеквадратического значения ошибок коэффициентов си-
стемы к среднеквадратическому значению самих коэффициентов.

В работе [17] для оценки влияния погрешности∆~Y задания правой
части ~Y на погрешность ∆ ~C решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений ~C используют следующее неравенство:

k∆ ~Ck
k ~Ck 6 kKk kK−1k k∆

~Y k
k~Y k , (6)

где k ~Ck, kKk— норма вектора и матрицы соответственно.
Положительное число kKk kK−1k называют числом обусловленно-

сти матрицы K и обозначают cond(K) [17].
Неравенство (6) показывает, что чем больше число обусловленно-

сти cond(K) = kKk kK−1k, тем сильнее ошибка в исходных данных
влияет на решение системы линейных уравнений.

На рис. 1 приведены результаты численного эксперимента по вос-
становлению концентраций компонентов газовых смесей исходя из ре-
зультатов измерений.Шум измерения моделировался случайным про-
цессом с нормальным законом распределения, нулевым средним значе-
нием и заданной дисперсией. Значения коэффициентов неселективного
поглощения полагались равными нулю. На рис. 1 по оси ординат отло-
жены восстановленные значенияC концентрации компонентов газовой
смеси, а по оси абсцисс σξ— среднеквадратическое относительное зна-
чение шума измерения.

Расчеты на рис. 1, а проведены для спектральных каналов измере-
ния (линий генерации СО2-лазера) 10P14, 10P22, 10P36 (на рисунке по-
казаны результаты восстановления концентрации этилена), на рис. 1, б
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Рис. 1. Восстановление концентрации этилена в двухкомпонентной газовой
смеси этилен–фреон-12 (а) и в четырехкомпонентной газовой смеси аммиак–
хлоропрен–этилен–трихлорэтилен (б):
1— обычный метод решения системы линейных алгебраических уравнений (исполь-
зовался гауссов метод исключения с частичным выбором ведущего элемента); 2 —
метод регуляризации Тихонова (параметр регуляризации выбирался на основе прин-
ципа невязки)

— для спектральных каналов измерения 9P6, 9P20, 9P22, 9P26, 10R18,
10P6, 10P14, 10P20 (на рисунке показаны результаты восстановления
концентрации аммиака).

Числа обусловленности матриц коэффициентов систем уравне-
ний лазерного газоанализа для смесей этилен–фреон-12 и аммиак–
хлоропрен–этилен–трихлорэтилен (для приведенных выше спектраль-
ных каналов измерения) довольно малы и равны 2,25 и 15,87 соответ-
ственно. Из рис. 1 видно, что концентрации компонентов в исследу-
емых смесях с достаточной точностью восстанавливаются обычным
методом решения системы линейных алгебраических уравнений. Ис-
пользование метода регуляризации Тихонова не дает преимущества в
точности восстановления. Более того, ошибки при использовании ме-
тода регуляризации могут быть даже больше, чем при использовании
обычных методов решения системы линейных уравнений.

Однако возможны случаи, когда для малого количества компонен-
тов возникают трудности при восстановлении концентраций газов.

На рис. 2 приведены результаты восстановления концентрации ам-
миака исходя из лазерных оптико-акустических измерений для трех-
компонентной смеси этилен— углекислый газ— аммиак (эксперимен-
тальные исследования по восстановлению концентраций газов исходя
из данных лазерного оптико-акустического газоанализатора проводи-
лись с помощью измерительного комплекса на основе перестраивае-
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Рис. 2. Результаты восстановления
концентрации аммиака из лазер-
ных оптико-акустических измере-
ний для трехкомпонентной смеси
этилен— углекислый газ— амми-
ак:
1 — действительное значение кон-
центрации компонента в анализиру-
емой газовой смеси; 2 — восстано-
вленное значение концентрации га-
за с использованием регуляризирую-
щих процедур обработки (использо-
вался метод регуляризации Тихонова
с выбором параметра регуляризации
на основе принципа невязки); 3 —
восстановленное значение концен-
трации с использованием обычного
метода решения системы линейных
алгебраических уравнений (исполь-
зовался гауссов метод исключения с
частичным выбором ведущего эле-
мента)

мого CO2-лазера, описанного в работе [18]). По оси ординат на рис. 2
отложено значение концентрации газа. Действительные значения кон-
центраций компонентов в анализируемой газовой смеси контролирова-
лись по результатам измерения парциальных давлений газов при запол-
нении оптико-акустической кюветы. Измерения проводились на спек-
тральных каналах 10P14, 10P20, 9R18, 9R10, 9R16, 9R12. Дисперсии
шума измерения в спектральных каналах оценивались по результатам
серии предварительных тестовых измерений. Относительные сред-
неквадратические значения шума в измерительных каналах лазерно-
го оптико-акустического газоанализатора составляли приблизительно
1–3%.

Из рис. 2 видно, что концентрация аммиака восстановлена с доста-
точной точностью (отметим, что ошибки при использовании регуляри-
зирующих процедур снова больше, чем при использовании обычных
методов решения системы линейных уравнений).По результатам обра-
ботки экспериментальных данных были восстановлены концентрации
всех компонентов анализируемой смеси кроме углекислого газа —
относительные ошибки измерения для него составили несколько по-
рядков (это связано с тем, что для углекислого газа в используемом для
измерений спектральном диапазоне спектр поглощения гладкий, без
заметных максимумов и минимумов). Анализ числа обусловленности
для рассматриваемой газовой смеси показал, что число обусловлен-
ности матрицы коэффициентов системы уравнений газоанализа для
смеси этилен— углекислый газ— аммиак (при указанных выше спек-
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тральных каналах измерения) составляет приблизительно 40000. При
такой величине числа обусловленности восстановить концентрацию
углекислого газа в анализируемой трехкомпонентной смеси невозмож-
но ни стандартными методами решения системы линейных уравнений,
ни методами решения некорректных математических задач.

В многокомпонентных смесях (с числом компонентов шесть и бо-
лее) использование методов решения некорректных математических
задач для восстановления концентраций газов сильно зависит от каче-
ственного состава смеси.

На рис. 3 представлена зависимость ошибки восстановления кон-
центраций газов в анализируемой многокомпонентной газовой смеси
от ее качественного состава. На рисунках приведены результаты ма-
тематического моделирования восстановления концентраций газов в
двух разных шестикомпонентных смесях. Относительное среднеква-
дратическое значение шума измерения задано равным 5%. Измерения
считались одиночными. На рис. 3 представлена ошибка восстановле-
ния концентраций газов в анализируемой смеси, рассчитанная для 10
одиночных измерений.

На рис. 3, а представлены результаты восстановления концентра-
ции газов в шестикомпонентной смеси этилен–хлоропрен–гидразин–
аммиак–метанол–этилакрилат с количественным составом 5 · 10−4 :
9 · 10−5 : 4 · 10−4 : 10−4 : 2 · 10−4 : 3 · 10−4 соответственно. Па-
ры спектральных каналов измерения (линии генерации СО2-лазера)
были выбраны следующие: 10R6–10R12, 10P14–10P10, 10R18–10R22,
9P14–9P22, 10P22–10P18, 9R14–9R22.

Рис. 3.Ошибки восстановления концентраций газов вшестикомпонентных сме-
сях этилен–хлоропрен–гидразин–аммиак–метанол–этилакрилат (а) и этилен–
хлоропрен–гидразин–винилхлорид–акролеин–винилбромид (б):
1— стандартный метод решения системы линейных алгебраических уравнений; 2—
метод поиска квазирешений при использовании генетического метода с остановкой
поиска через 1000 поколений; 3 — метод поиска квазирешений при использовании
генетического метода с остановкой поиска через 200 поколений; 4— метод регуляри-
зации Тихонова (для выбора параметра регуляризации использовался метод невязки)
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На рис. 3, б представлены результаты восстановления концентра-
ции газов в шестикомпонентной смеси этилен–хлоропрен–гидразин–
винилхлорид–акролеин–винилбромид с количественным составом
10−4 : 9 · 10−5 : 2 · 10−4 : 5 · 10−4 : 4 · 10−4 : 3 · 10−4 соответствен-
но. Пары спектральных каналов измерения были выбраны следующие:
10P14–10P10, 10P22–10P18, 10R18–10R22, 10P32–10P28, 9P14–9P12,
9R20–9R12.

Из рис. 3 видно, что ошибки восстановления концентраций компо-
нентов в газовых смесях существенно зависят от качественного состава
анализируемой смеси.

Для анализируемой шестикомпонентной газовой смеси, предста-
вленной на рис. 3, а, ошибки восстановления концентраций газов всеми
рассматриваемыми методами невелики. Применение специальных ал-
горитмов восстановления концентраций газов, основанных на методах
решения некорректных математических задач, не дает существенного
преимущества по сравнению с методом прямого решения (для всех
компонентов газовой смеси в среднем).

Для другой анализирумой газовой смеси, представленной на
рис. 3, б, два газовых компонента (акролеин и винилбромид) вообще
невозможно восстановить стандартным методом решения системы ли-
нейных алгебраических уравнений (ошибки больше 100%), и в данном
случае для большинства газов средняя ошибка восстановления суще-
ственно снижается при использовании метода регуляризации и метода
поиска квазирешений (ошибки для этих методов одного порядка).

Отметим, что число обусловленности матрицы разности коэффи-
циентов поглощения газовой смеси составляет 17,8 для рис. 3, а и 1176
для рис. 3, б.

Из приведенных результатов видно, что значение числа обусловлен-
ности может служить критерием необходимости применения специаль-
ных алгоритмов решения уравнений лазерного газоанализа.

Таким образом, число обусловленности матрицы коэффициентов
системы уравнений лазерного газоанализа является более надежным
критерием для выбора метода восстановления концентраций газов, чем
не очень определенные термины “малокомпонентная” или “многоком-
понентная” смесь.

Предварительная оценка числа обусловленности позволяет опреде-
лить, можно ли использовать для восстановления концентраций газов
стандартные методы решения систем линейных алгебраических урав-
нений. Небольшое число обусловленности (десятки и менее) показы-
вает, что для решения системы уравнений газоанализа (независимо от
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числа компонентов газовой смеси) можно использовать стандартные
методы решения систем линейных алгебраических уравнений. Боль-
шая величина числа обусловленности (сотни и более) показывает, что
для решения системы уравнений газоанализа необходимо использовать
методы решения некорректных математических задач (в большинстве
случаев это относится к многокомпонентным газовым смесям с числом
компонентов более пяти). Возможен случай, когда в используемом для
измерений спектральном диапазоне спектры поглощения некоторых га-
зов в газовой смеси не имеют заметных максимумов и минимумов. Для
такой смеси число обусловленности даже при малом числе компонен-
тов может быть очень велико (десятки тысяч), и восстановить концен-
трации газов с такими спектрами поглощения невозможно никакими
методами. Однако концентрации остальных газов в смеси могут быть
восстановлены (для малокомпонентных смесей— стандартными мето-
дами решения систем линейных алгебраических уравнений, для мно-
гокомпонентных— с использованием методов решения некорректных
математических задач).
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