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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФИЛЬТРА КАЛМАНА
ДЛЯ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ХАОТИЧЕСКОГО
КОЛЕБАНИЯ

Рассмотрено формирование хаотического колебания. Произведена
оценка его параметров с помощью фильтра Калмана, являющегося
частью приемника хаотического колебания.

В течение последних 10–13 лет интенсивно изучалась проблема ис-
пользования хаотических колебаний для передачи информации [1–6].
Одной из причин применения хаотических колебаний в системах пере-
дачи информации является возможность обеспечения ее эффективной
маскировки: хаотический сигнал трудно обнаружить, так как для этого
требуется информация о структуре передаваемого сигнала [2].

Теоретическим обоснованием возможности использования хаоти-
ческих колебаний в системах передачи информации является работа
[3], в которой доказана возможность воспроизведения компонент ха-
отического колебания.

В работе [3] сообщается об экспериментальной синхронизации ха-
отической системы и устойчивой подсистемы, в работе [4] доказана со-
гласованность между компьютерными моделями хаотической системы
и системой непосредственно.

Вработе [5] приведены данные эксперимента, в котором применены
два метода передачи информации: добавление информационного сиг-
нала к сигналу на выходе хаотической системы и извлечение его в при-
емнике, контроль сигнала ошибки по мере того, как приемник приобре-
тает и теряет синхронизацию с передатчиком.

В настоящей работе произведена оценка параметров хаотического
колебания с помощью фильтра Калмана.

Модель хаотического сигнала. Модель Дуффинга используется
для формирования хаотического колебания на передающем конце си-
стемы связи наряду с другими возможными моделями. Модель Дуф-
финга задается в виде следующей системы дифференциальных урав-
нений [1, 6]:

Ẋ = AX, (1)

где
Ẋ = [ẋ1 ẋ2 ẋ3 ẋ4]

т ,

X = [x1 x2 x3 x4]
т ,
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A =


0 1 0 0

α − βx21(t) −δ γ 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

 .
В ходе исследований установлены следующие численные значения

параметров, соответствующие хаотическому режиму: α = 3; β = 32;
δ = 0,433; ω = 1,732; γ = 0,667; при этом в качестве вектора начальных
условий необходимо принять вектор

X(0) = [0,1 0,22 −0,48 0]т

Фазовая траектория и интегральная кривая системы представлены
на рис. 1 и 2 соответственно.

Для рассмотрения критерия хаоса использован интегралМельнико-
ва. Условием знакопеременности интеграла Мельникова является сле-
дующее неравенство:

γm >
4ξ ch(πν/2)

3
√
2πν

= f (ν).

При этом условии в фазовом пространстве системы существует
область, соответствующая хаотическому поведению системы. График
функции f (ν) представлен на рис. 3 при ξ = 0,667.

Построение динамической модели. Под простейшей динамиче-
ской системой обычно понимается система, поведение которой зада-
ется совокупностью обыкновенных дифференциальных уравнений в

Рис. 1. Фазовая траектория системы
Дуффинга Рис. 2.Интегральная кривая системы
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Рис. 3. График функции f(ν)

форме Коши, обеспечивающих суще-
ствование и единственность решения.
Разработанные в последние годы про-
граммные реализации численных ме-
тодов обеспечивают заданные требо-
вания к погрешности решения. Бо-
лее сложной является модель, пред-
ставленная системой обыкновенных
дифференциальных уравнений в фор-
ме Коши и нелинейных алгебраиче-
ских уравнений, сопровождаемая на-

бором вспомогательных формул. Задача численного построения фа-
зовой траектории такой системы значительно сложнее, но если сово-
купность нелинейных уравнений однозначно разрешима в каждой вре-
меннóй точке, то эта система также разрешима.Необходимо проверить,
равно ли число уравнений числу неизвестных, проверить согласован-
ность начальных условий и провести сортировку формул в правильном
порядке (для замены их операторами присваивания).

В общем случае объект описывается следующим образом:

Ẋ(t) = A(t)X(t), X(t0) = X0, (2)

гдеX— n-мерный вектор состояний,X0— вектор начальных условий.
Построение дискретной стохастической модели объекта. Приве-

денная динамическая модель не учитывает множества внешних факто-
ров. Возместим это, введя белый гауссовский шум. В результате полу-
чим уравнение, описывающее объект:

Ẋ(t) = A(t)X(t) + F (t)q(t), X(t0) = X0; (3)

здесь внешние возмущения q(t) являются последовательностями белых
гауссовских шумов с характеристиками

E{q(t)} = q̄(t),

E{(q(t)− q̄(t))(q(τ)− q̄(τ ))т} = Q(t)δ(t− τ),

где E{·} — математическое ожидание; Q(t) — симметрическая поло-
жительно определенная матрица; δ(t)-дельта-функция такая, что

δ(t − τ) =

(
∞ при t = τ,

0 при t 6= τ ;

F̄ (t) — матрица влияний, значения которой получены эксперимен-
тально.
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Заметим, что модель (3) соответствует непрерывной системе.
Построение дискретной модели, эквивалентной непрерывной, бу-

дем осуществлять в предположении, что шаг дискретизации ∆t =
= tn+1 − tn является постоянным.

Тогда можно ограничиться описанием объекта и, используя раз-
ностные уравнения, получить

X(tn+1) = ΦA(tn+1, tn)X(tn), X(t0) = X0,

где ΦA— матрица перехода, которую можно представить в виде

ΦA(tn+1, tn) = exp(A(tn)(tn+1 − tn)) =
∞X
m=0

∆tmAm(tn)

m!
.

Вычислив интеграл по формуле правых прямоугольников, запишем
дискретную систему в разностной форме:

X(n+ 1) = A(n)X(n) + Γ (n)W (n), X(0) = X0;

здесь n соответствует моменту времени tn = t0 +∆t;

A(n) =
∞X
m=0

∆tmAm(tn)

m!
, Γ (n) =

√
∆tF (tn);

W (n)— белый дискретный векторный шум с характеристиками

E {W (n)} = 0,

E {W (n)W т(k)} = δnkQ(n), Q(n) = Q(tn)∆t,

где

δnk =

(
1 при m = n,

0 при m 6= n.

Дискретный аналог дифференциального уравнения

Ẋ(t) = A(t0)X(t0), X(t0) = X0,

имеет вид
X(n + 1) = A(0)X(n), X(0) = X0,

где

A(0) =
∞X
m=0

∆tm

m
Am(t0).
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Если обозначить через AN (0) сумму N первых членов ряда, то ма-
трица AN (0) аппроксимирует A(0) с погрешностью порядка o(∆tN ).
При этом число слагаемых в AN (0) можно задавать заранее или опре-
делять с помощью соотношения¯̄̄

kAN (0)k− kAN−1(0)k
¯̄̄

kAN (0)k 6 ε,

где ε выбирается из условия обеспечения максимальной точности вы-
числений на ЭВМ конкретного типа.

В частном случае приN = 1 получаем решение системы дифферен-
циальных уравнений методом Эйлера, а при N = 4— методом Рунге–
Кутта.

Модель демодулятора. В качестве демодулятора используется
фильтр Калмана, который является частью приемника хаотического
колебания. При этом модель формирующего фильтра представлена в
виде (1), а модель наблюдения имеет вид

Y (n) = H(n)X(n) + V (n); (4)

здесь Y (n)— четырехмерный вектор измерений;X(n)— четырехмер-
ный вектор состояния; H(n) = I(n)— матрица канала измерения, где
I(n)— единичная матрица; V (n)— белый дискретный векторныйшум
с характеристиками

E {V (n)} = 0, E {V (n)V т(k)} = δnkR(n);

здесь R(n)— симметрическая положительно определенная матрица.
Воспользуемся дискретным фильтром Калмана для оценки вектора

состояния [7]:

X̂(n + 1) = X̃(n + 1) +K(n+ 1)
³
Y (n + 1)−H(n+ 1)X̃(n) ,́

X̃(n + 1) = A(n)X̂(n), X̂(0) = X̄0,

K(n + 1) =

= P̃ (n+ 1)H т(n + 1)
³
H(n + 1)P̃ (n+ 1)Hт(n + 1) + R(n+ 1)

´−1
,

P̃ (n + 1) = A(n)P (n)Aт(n) + Γ(n)Q(n)Γт(n),

P (n + 1) = (I −K(n + 1)H(n + 1)) P̃ (n+ 1),

где X̃(n + 1) — оценка предсказания, P̃ (n + 1) — априорная матри-
ца дисперсий, K(n + 1)— матрица коэффициентов усиления фильтра
Калмана, P (n+ 1)— апостериорная матрица дисперсий.
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Априорные статистические характеристики Q и R выбираются по-
средством обработки данных, полученных эмпирическим путем.

В результате проведенных исследований была произведена оценка
вектора состояний (рис. 4).

Таким образом, показано, что состояния хаотического колебания
оцениваются при помощи фильтра Калмана. Из рис. 4 видно, что
фильтр подстраивается, т.е. реагирует на изменения сообщения пу-
тем модуляции одного или более параметров в модели хаотического
колебания. Модель сигнала можно расширить, введя модулируемый
параметр α. Тогда она примет вид

ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)
ẋ4(t)
ẋ5(t)

 =


0 1 0 0 0
x5(t)− βx21(t) −δ γ 0 0

0 0 0 ω 0
0 0 −ω 0 0
0 0 0 0 0



x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)

 .
Заключение. В настоящей работе показан процесс формирования

хаотического колебания. Проведена оценка среднего значения с по-

Рис. 4. Оценка вектора состояния:
1— передаваемое хаотическое колебание; 2— оценка сообщения, полученная с ис-
пользованием фильтра Калмана
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мощью фильтра Калмана, являющегося частью приемника хаотиче-
ского колебания. Хаотическое колебание воспроизводится в качестве
сигнала.

Фильтр Калмана использует информацию о хаотическом сигнале
для оценки его состояния и реагирует на изменение сообщения путем
модуляции параметра в модели хаотического колебания и расширения
модели сигнала для оценки этого параметра.
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