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РАЗРАБОТКА РОБАСТНЫХ КРИТЕРИЕВ
СИНТЕЗА СЛОЖНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
ДЛЯ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
ОБНАРУЖЕНИЯ И ИДЕНТИФИКАЦИИ
СИГНАЛОВ НА ФОНЕ БЕЛОГО ГАУССОВСКОГО
ШУМА

На основе теории робастных статистик с применением уравнения
Фоккера–Планка–Колмогорова разработаны методы структурно-
го и параметрического синтеза сложных нелинейных систем, пред-
назначенных для обработки сигналов в непараметрических задачах
обнаружения и идентификации сигналов на фоне белого гауссовско-
го шума.

В современных радиотехнических системах при обработке сигна-
лов для повышения помехоустойчивости необходимо развитие веро-
ятностных методов, свободных от распределений [1, 2]. К таким ме-
тодам относятся статистические робастные методы, некоторые общие
положения которых, основанные, в том числе, на использовании эври-
стической функции влияния, изложены в работе [3]. Для обнаружения
случайных видеосигналов в непараметрической смеси с аддитивным
белым гауссовским шумом (БГШ) в работе [4] предложен новый не-
линейный метод. Этот метод основан на использовании сглаживающе-
го нелинейного оператора, квазидетерминированных сигналов s(t, ~λ) с
бесконечномерным вектором неизвестных параметров ~λ, на примене-
нии обобщенного метода максимального правдоподобия, а также ме-
тодов теории марковских процессов и стохастических дифференциаль-
ных уравнений.

Этот новый метод можно развить в непараметрических задачах раз-
личения (идентификации) для векторного непараметрически заданного
сигнала на фоне БГШ.

Пусть наблюдается векторный непараметрически заданный сигнал
на фоне БГШ:

~ξ(t) = [[Z(t)×Θт] × I ] + ~n(t), 0 < t < T ; (1)

здесь ~Z(t)— квадратная матрица размеромM×M независимых неста-
ционарных случайных процессов zij(t) с неизвестными распределени-
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ями, но заданнымиматематическими ожиданиямиmij(t);Θ— квадрат-
ная матрица размеромM×M вероятностейΘij присутствия случайных
процессов zij(t),

nX
i=1

Θi = 1;

I — диагональная единичная матрица размером M × M ; T — время
наблюдения; ~n(t)— вектор независимых нормальных случайных про-
цессов, для компонент которого выполняется

hni(t)i = 0, hnk(t1)nk(t2)i = Nk

2
δ(t1 − t2),

где δ(.)— дельта-функция; Nk — спектральные плотности мощности
белых шумов; h . i— усреднение по множеству.

При наблюдении процесса (1) в общем случае невырожденной ма-
трицы вероятностей Θ решается непараметрическая задача идентифи-
кации, т.е. оценки параметров матрицы Θ, для случайных процессов
zij(t) с произвольными распределениями, в том числе не являющих-
ся марковскими. В частном случае, распространенном в цифровых си-
стемах связи, имеет место распознавание (идентификация) двух про-
тивоположных равновероятных сигналов, т.е. при этом Θij = Θi1,Θi2,
Θi1 = Θi2 = 0,5; в задачах обнаружения имеем Θi = 0, 1.

С целью использования методов марковских процессов для реше-
ния непараметрической задачи, в которой распределения случайных
процессов zij(t) принадлежат некоторым ограниченным непараметри-
зированным семействам, вводится сглаживание таким же образом, как
в работе [5], но в виде нелинейного ограниченного оператора.При этом
для процесса (1) можно записать нелинейные преобразования в виде
вектора функционалов

~y(t) = Φн

n
~ξ(t)

o
= Φн

n
[[Z(t)× Θт]× I ] + ~n(t)

o
, 0 < t < T, (2)

где ~ξ ∈ D, ~y ∈ D1;D иD1— множества соответствующих евклидовых
пространств D ⊂ D1; Φн{ · } — ограниченный нелинейный оператор,
осуществляющий отображение пространства D в пространство D1 и
обеспечивающий при этом необходимые непараметрические свойства
отмеченной выше задачи, Φн{ · } = (ϕн1{·},ϕн2{·}, . . .)т.

Условия выполнения марковских свойств для процесса y(t) вытека-
ют из следующей теоремы.

Теорема. Случайный процесс, полученный в результате нелинейно-
го преобразования аддитивной смеси сигналов с БГШ, имеет корреля-
ционную функцию экспоненциального вида.
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Доказательство. Согласно теореме Фреше функционал y(t) мо-
жет быть представлен в виде предела последовательности регулярных
функциональных полиномов, например вполне непрерывных полино-
мов Вольтерра. Тогда этот функционал можно записать в виде ряда
Вольтерра

y(t)=ϕн {ξ(t)}=

=
∞X
k=1

tZ
0

. . .

tZ
0

gk(t, τ1, . . . , τk)
kY
r=1

ξ(τ1) . . . ξ(τr)dτ1 . . . dτr, (3)

где gk( . ) — многомерная импульсная характеристика (ядро) инте-
грального преобразования для k-го члена ряда.

Каждое k-е слагаемое в ряде (3) — это регулярный однородный
функционал вида

yk(t) =

tZ
0

. . .

tZ
0

gk(t, τ1, τ2, . . . , τk)

kY
r=1

ξ(τ1) . . . ξ(τr)dτ1 . . . dτr. (4)

Случайный процесс y(t) является марковским, если для каждого
слагаемого в ряде (3), т.е. для функционала (4), корреляционная функ-
ция является экспоненциальной:¿
0
yk(t1)

0
yk(t2)

À
=

t1Z
0

. . .

t1Z
0

t2Z
0

. . .

t2Z
0

gk(t1, τ11, τ12, . . ., τ1k)gk(t2, τ21, . . ., τ2k)×

×
*

kY
r=1

0

ξ(τ11)...
0

ξ(τ1r)
kY
r=1

0

ξ(τ21) . . .
0

ξ(τ2r)

+
dτ11 . . . dτrr 6 Me−α|t1−t2|, (5)

гдеM и α— некоторые постоянные.
Как показано в работе [6], для постоянного сигнала z(t) = E сгла-

живающего нелинейного оператора и БГШ в ряде (3) ядра являются
сепарабельными и вторые центральные моментные функции предста-
вляют собой суперпозицию экспоненциальных функций.

Пусть s(t, ~λ) — детерминированная функция, определенная на
интервале t ∈ [0, T ], с векторным неизвестным параметром ~λ ∈ Λ,
Λ — гильбертовое пространство (условия представления случайного
процесса zij(t) в виде квазидетерминированного сигнала s(t, ~λ) обо-
снованы в работе [4]). Очевидно, что для произвольных детерминиро-
ванных функций s(t, ~λ) корреляционные функции функционалов ряда
(3) будут иметь более сложный вид:¿

0
yk(t1)

0
yk(t2)

À∗
≈ f ∗(|t1 − t2|)M ∗e−α

∗|t1−t2|,
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где f∗(|t1 − t2|) — некоторая функция, более медленно изменяющая-
ся по сравнению с функцией exp (−α∗ |t1 − t2|); M ∗, α∗ — некоторые
постоянные.

Очевидно также, что если выполняется неравенство

f ∗(|t1 − t2|)M ∗e−α
∗|t1−t2| > Me−α|t1−t2|, (6)

то всегда можно подобрать такие числа α1 иM , что с учетом неравен-
ства (6)

Me−α|t1−t2| 6 f ∗(|t1 − t2|)M ∗e−α
∗|t1−t2| 6 Me−α1|t1−t2|, (7)

что и требовалось доказать.
Таким образом, при воздействии в виде аддитивной смеси детер-

минированной или квазидетерминированной функций и БГШ, а также
при сглаживающем нелинейном операторе ϕн { · } случайный процесс
y(t) в соответствующих сечениях, определяемых условиями (7), явля-
ется марковским.

В работе [4] в качестве оператора ϕн { · } предлагается использовать
нелинейные дифференциальные операторы.Тогда состояние устройств
обработки сигналов для отмеченных непараметрических задач будет
описываться нелинейными дифференциальными уравнениями, кото-
рые являются также основой рекуррентных методов стохастической
аппроксимации [2]. Порядок этих нелинейных дифференциальных
уравнений определяется, согласно работе [4], в простейшем случае
по математическому ожиданию случайного процесса zij(t).

Параметрический синтез этих функций (определение характери-
стик нелинейных параметров) можно проводить на основе функций
влияния, используемых в теории робастных статистик [3], с помощью
которых оцениваются робастные свойства предлагаемых алгоритмов,
т.е. устойчивость при малых отклонениях оцениваемых параметров от
основных распределений.

Робастные свойства предлагаемых нелинейных алгоритмов обра-
ботки при обнаружении сигналов удобно анализировать, ограничива-
ясь некоторой окрестностью Oε изменения основного распределения
F0, например окрестностью “загрязнения” [3], используемой в модели
больших ошибок:

Oε(F0) = {F |F = (1− ε)F0 + εG, G ∈M } , (8)

гдеM — пространство всех выборочных распределений.
В работе [3] приведены также примеры других окрестностей, кото-

рые являются, в отличие от окрестности “загрязнения”, окрестностями
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в соответствующих слабых топологиях, например окрестностями
Леви:

Oε(F0) = {F |(∀u)F0 (u − ε)− ε 6 F (u) 6 F0 (u + ε) + ε}. (9)

Непараметрическую задачу обнаружения сигнала при наблюдении
процесса (1) можно рассматривать как задачу выбора сложной гипоте-
зы H1 (наличие сигнала) или простой гипотезы H0 (отсутствие сигна-
ла). Например, этой задачей по критерию Неймана–Пирсона является
формирование статистики T (x) в окрестности F0 в пространстве вы-
борочных распределений, в общем случае— формирование статисти-
ки на основе нелинейного функционала для наблюдаемой аддитивной
смеси:

T (x) = T (ϕн(ξ)).

По критерию Неймана–Пирсона при заданном уровне значимости α
статистикой является выборочное значение вероятности правильного
обнаружения.

Аналогичным образом формируются статистики в задаче иденти-
фикации. При этом проблемой является определение в решающих пра-
вилах необходимых пороговых значений, которые будут равны нулю
только при различении противоположных сигналов.

В теории робастных статистик для определения воздействия на ста-
тистику (оценку) T (F ) распределения F одного дополнительного вы-
деляющегося наблюдения процесса z широкое применение получила
эвристическая функция влияния [3], например, вида

IC(z, T, F ) = lim
ε→0

T ((1− ε)F + εδ(z))− T (F )
ε

, (10)

где функция δ(z) имеет единичную массу для выделяющегося наблю-
дения процесса z.

Функцию влияния (10) можно применить для получения критерия
робастности алгоритмов обнаружения. В непараметрической задаче
обнаружения при наблюдении процесса (1) подлежит обнаружению
сигнал s(t, ~λ), для которого параметры ~λ ∈ Λ неизвестны (Λ — огра-
ниченное гильбертово пространство, где ~λ ∈ £~λmin, ~λmax¤).

Для известного сигнала его параметры полагают базовыми:
~λт0 = (λ01, λ02, . . . , λ0k, 0, ...). В дискретном аналоге наблюдения про-
цесса ξ(t), т.е. в последовательности {ξn}, может присутствовать одно
или несколько выделяющихся наблюдений ξi. Подобные выделяющи-
еся наблюдения являются следствием как аномальных значений шума
(«хвосты» распределений), так и неизвестных комбинаций изменений
базовых параметров сигнала. Тогда функцию влияния для статистики

38 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. "Приборостроение". 2004. № 4



— выборочной вероятности правильного обнаружения PD — в точке
F~λ можно представить следующим образом:

IC
¡
ξ, PD, F~λ

¢
=

= lim
|∆~λн|→0

PD

Ã³
1−

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄´
F~λ0 +

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄X
j

Ajδ(ξ − ξj)

!
− PD

¡
F~λ0

¢
¯̄̄
∆~λн

¯̄̄ ;

(11)

здесьAj— вес j-го слагаемого; ~λ0— значения параметров сигнала для
исходного распределения F~λ0 , т.е. значения параметров базового сигна-
ла s(t, ~λ0);

P
j

Aj = 1; ∆~λн = (~λ − ~λ0)/λmax — нормированное прира-

щение векторного параметра, модуль |∆~λн| может определять размер
окрестности ε (например, в выражениях (8), (9)).

Очевидно, что функция влияния для каждой i-й комбинации пара-
метров может быть представлена в виде

ICi(ξi, PD, F~λ) =

= lim
∆λнi→0

PD

Ã³
1−

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄´
F~λ0 +

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄X
j

Aijδ(ξ − ξij)

!
− PD

¡
F~λ0

¢
∆λнi

(знак функции не имеет принципиального значения) или в векторной
форме

→
IC
³
~ξ, PD, F~λ

´
=

= lim
∆~λн→0

PD

Ã³
1−

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄´
F~λ0 +

¯̄̄
∆~λн

¯̄̄ P
j

~Ajδ(~ξ − ~ξj)
!
− PD

¡
F~λ0

¢
∆~λн

.

В формуле (11) можно перейти к мере

G =
X
j

Ajδ (ξ − ξj),

которая согласно выражениям (8), (9) находится в окрестности ε и так-
же является мерой слабой топологии. Поэтому в окрестности ε в точке
F~λ функцию влияния можно представить в виде производной по Гато:

→
IC1

³
~ξ, PD, F~λ

´
= lim

∆~λ→0

PD(F~λ)− PD(F~λ0)
∆~λ

, ~IC1( . ) = ~λ
0
max

~IC( . ),

(12)
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где F~λ = F~λ0(1− |∆~λн|) + |∆~λн|G.
В выражении (12) функционалы вероятностей правильного обнару-

жения можно выразить с помощью соответствующих плотностей рас-
пределения вероятностей следующим образом:

→
IC1

³
~ξ, PD, F~λ

´
= lim

∆
→
λ→0

∞Z
h(α)

p(x,~λ)dx−
∞Z

h(α)

p(x,~λ0)dx

∆~λ
=

=

∞Z
h(α)

lim
∆~λ→0

p(x, ~λ)dx − p(x,~λ0)dx
∆~λ

=

∞Z
h(α)

∂p(x,~λ)dx

∂~λ
,

(13)

где h(α)— пороговое значение для случайной величины x при выборе
сложной альтернативы p(x, ~λ) при заданном уровне значимости α для
нулевой гипотезы p(x|s(t, ~λ) = 0); x— случайная величина, определя-
емая состоянием нелинейной системы устройства обработки в момент
принятия решения в задаче обнаружения.

Очевидно, что при оптимальной робастности, т.е. при идеальных
непараметрических свойствах решаемой задачи, для выражения (13)
в задачах обнаружения должно выполняться условие (критерия опти-
мальной робастности непараметрической задачи обнаружения сигна-
лов на фоне БГШ)

∞Z
h(α)

∂p(x,~λ)dx

∂~λ

¯̄̄̄
~λ∈Λ

= 0. (14)

Применение критерия (14) для поиска робастных алгоритмов обна-
ружения предполагает существование функциональных зависимостей
распределений в момент принятия решения в соответствующих алго-
ритмах обработки.

Однако от условий оптимальной робастности (14) можно перейти к
более слабым условиям робастности (слабому критерию робастности)

∂p(x,~λ)

∂~λ
= 0, или p(x, ~λ) = const

~λ

. (15)

Очевидно, что при выполнении слабых условий (15) критерий опти-
мальной робастности также будет выполняться. Слабый критерий ро-
бастности был получен в работе [4] на основе обобщенного метода мак-
симального правдоподобия.
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Существенным недостатком полученного робастного критерия в
виде слабых условий при применении его в указанных непараметри-
ческих задачах обнаружения сигналов является его асимптотическое
выполнение для большинства практических случаев. Однако при этих
асимптотических условиях предложенный метод является достаточ-
но эффективным — например, при обнаружении радиоимпульсов с
неизвестной частотой на фоне БГШ (см. также работу [4]).

Таким образом, для рассмотренной непараметрической задачи алго-
ритм обработки наблюдения (1) реализуется в виде нелинейных диф-
ференциальных уравнений так, что их порядок определяется матема-
тическими ожиданиями идентифицируемых нестационарных случай-
ных процессов, а нелинейные параметры синтезируются с помощью
робастных критериев (14) и (15).

Систему нелинейных дифференциальных уравнений можно пред-
ставить в обобщенной форме стохастических дифференциальных урав-
нений [7]:

dui = fi(~u, t)dt+
MX
k=1

gik(~u, t)dθνk(t), i = 1, . . . ,M, (16)

где f ( . ), g( . ) — детерминированные функции, удовлетворяющие
условию Липшица; dθ — θ-дифференциал, θ ∈ [0, 1]; νk(t) — вине-
ровский процесс со спектральной плотностью Nk/2; ui— переменные
состояния системы.

Согласно теореме Дуба [7] стохастическая система (16) описывает
многомерный марковский диффузионный процесс ~u(t), общий вид ло-
кальных характеристик которого в обозначениях (16) имеет вид

ai(~u, t) = fi(~u, t) + θ
MX
k=1

MX
j=1

Nk

2
gjk(~u, t)

∂

∂uj
gik(~u, t),

bij(~u, t) =
1

2

MX
k=1

Nkgik(~u, t)gjk(~u, t).

Для наблюдаемого процесса и сигнала s(t, ~λ) (1) общий вид локаль-
ных характеристик можно упростить:

ai(~u, t) = fi(~u, ~λ, t) + θ
N

2

MX
j=1

gj(~u, t)
∂

∂uj
gi(~u, t),

bij(~u, t) =
N

2
gi(~u, t)gj(~u, t),

(17)
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а уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова для нестационарной плот-
ности p(~u,~λ, t) записать в виде

∂p(~u, ~λ, t)

∂t
=

= −
MX
i=1

∂

∂ui

³
ai(~u, ~λ, t)

´
p(~u, ~λ, t) +

1

2

MX
i,j=1

∂2

∂ui∂uj

³
bij(~u, t)p(~u, ~λ, t)

´
.

(18)
Параметрический синтез соответствующих функций в системе диффе-
ренциальных уравнений (16) для рассматриваемой непараметрической
задачи проводится на основе слабых условий робастности (15) следу-
ющим образом.

В выражениях (17) отражена, во-первых, зависимость коэффициен-
тов сноса от сигнала и независимость от сигнала коэффициентов диф-
фузии, во-вторых, инвариантность коэффициентов к форме записи сто-
хастических уравнений для параметров сигнала. Последнее связано с
тем, что в выражениях (17) от ~λ зависят только первые слагаемые ко-
эффициентов сноса.

Потребовав для коэффициентов (17) согласно уравнению (18) од-
новременного выполнения соответствующих соотношений для любого
момента времени, слабые условия робастности (15) представим в виде
условий непараметрической нечувствительности:

ai(~u, ~λ, t) = const
~λ

,
∂ai(

←
u, ~λ, t)

∂ui
= const

~λ

, i ∈ 1, . . . ,M,

или
∂ai(~u,~λ, t)

∂~λ
= 0,

∂2ai(~u, ~λ, t)

∂~λ∂ui
= 0.

(19)

Систему уравнений (19) при соответствующей нормировке мож-
но представить в асимптотическом виде в форме дифференциальных
уравнений

∂2ai(~u, ~λ, t)

∂~λ∂ui
= K

∂ai(~u, ~λ, t)

∂~λ
, (20)

где K — нормирующий коэффициент.
Уравнения (20) после дифференцирования по ~λ становятся обык-

новенными однородными линейными дифференциальными уравнени-
ями с постоянными коэффициентами для нелинейных параметров. Для
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принятой диффузионной модели марковских процессов дифференци-
альные уравнения (20) имеют первый порядок.Поскольку решения для
подобных уравнений являются экспоненциальными, то параметриче-
ские зависимости для коэффициентов этих уравнений являются нели-
нейными.

Таким образом, алгоритмы обработки сигналов в рассмотренной
непараметрической задаче должны быть реализованы в виде нелиней-
ных дифференциальных уравнений.

Очевидно, что подобные алгоритмы являются наиболее общей ре-
куррентной формой известных методов стохастической аппроксима-
ции [3], т.е. выбор соответствующих числовых последовательностей
для стохастической аппроксимации осуществляется при использова-
нии предлагаемого робастного подхода как соответствующее измене-
ние нелинейных коэффициентов нелинейных стохастических диффе-
ренциальных уравнений.
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