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Королëв, Московская обл., Российская Федерация
С использованием теоремы и тождества Гамильтона – Кэли, определений ле-
вого и правого делителей нуля максимального ранга для заданной матрицы
получена ленточная формула решения обобщенной задачи Крылова, которая
заключается в отыскании коэффициентов характеристического полинома для
нелинейной аффинной динамической системы. Приведен численный пример ана-
литического расчета коэффициентов характеристического полинома для за-
дачи управления с использованием поворотов по крену продольным движением
космического аппарата при входе в атмосферу Земли. В этом случае она пред-
ставляет собой нелинейную аффинную систему третьего порядка. Указанный
расчет осуществлен как для разомкнутой, так и для замкнутой обратной
связью системы управления.
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Согласно теореме Гамильтона – Кэли каждая числовая квадратная
матрица удовлетворяет своему характеристическому уравнению [1].

Пусть A ∈ Cn×n — квадратная матрица с комплексными элемента-
ми и

p(λ) = det (λIn −A) = λ
n + αn−1λ

n−1 + ∙ ∙ ∙+ α1λ+ α0 (1)

— характеристический полином матрицыA. Тогда справедливо тожде-
ство Гамильтона – Кэли

p(A) = An + αn−1A
n−1 + ∙ ∙ ∙+ α1A+ α0In = 0. (2)

Здесь In — единичная матрица порядка n, 0 — нулевая матрица задан-
ного размера.

В [2, 3] теорема и тождество Гамильтона – Кэли были распростра-
нены на прямоугольные числовые матрицы, в [4, 5] — на блочные
числовые матрицы. В [6, 7] указанные теорема и тождество доказа-
ны для пары коммутирующих матриц, в [8, 9] — для стандартных и
сингулярных 2-D и n-D систем. В [10] теорема и тождество Гамиль-
тона – Кэли распространены на нелинейные аффинные динамические
системы.

Пусть задана нелинейная нестационарная аффинная динамическая
система

ẋ(t) = A(x, t)x(t) +B(x, t)u(t), (3)

где x(t) ∈ Rn — вектор состояния системы; u(t) ∈ R— скалярный вход;
A(x, t) ∈ Rn×n, B(x, t) ∈ Rn — дифференцируемые функциональные
матрицы; R — поле вещественных чисел.

Введем определение.
Определение 1 [10]. Полином

p(λ) = det (λIn −A(x, t)) =

= λn + αn−1(x, t)λ
n−1 + ∙ ∙ ∙+ α1(x, t)λ+ α0(x, t) (4)

с коэффициентами

αk = αk(x, t), k = 0, 1, ..., n− 1,

зависящими от x(t) и t, называется характеристическим полиномом
системы (3). Полиномиальное уравнение

p(λ) = 0 (5)

называется характеристическим уравнением системы (3).
Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1 [10]. Матрица A(x, t) ∈ Rn×n нелинейной нестацио-

нарной аффинной динамической системы (3) удовлетворяет уравне-

нию
n∑

i=0

αiA
i+k(x, t) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, (6)

где αn = 1.

При k = 0 из теоремы 1 следует формула, обобщающая классиче-

скую формулу Гамильтона – Кэли:

p (A(x, t)) = An(x, t)+αn−1A
n−1(x, t)+ ∙ ∙ ∙+α1A(x, t)+α0I n. (7)

В настоящей работе представлена ленточная формула решения за-

дачи отыскания коэффициентов характеристического полинома (4) для

нелинейной аффинной системы (3) (обобщенной задачи А.Н. Кры-

лова).

В [11] для вычисления коэффициентов характеристического поли-

нома числовой матрицы A ∈ Rn×n (1) получена ленточная формула








α0
...
αn−2
αn−1







=













−b+A 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
b+ −b+A 0 ∙ ∙ ∙ 0 0
0 b+ −b+A ∙ ∙ ∙ 0 0

0 0 b+
. . .

...
...

...
...

...
. . . −b+A 0

0 0 0 ∙ ∙ ∙ b+ −b+A
























Υ1
Υ2
Υ3
...

Υn−1
Υn












,

b+Υn = 1, (8)

которая в развернутой форме имеет следующий вид:





α0 = −b
+AΥ1,

α1 = b
+ (Υ1 −AΥ2) ,

...
αn−2 = b

+ (Υn−2 −AΥn−1) ,
αn−1 = b

+ (Υn−1 −AΥn) ,
b+Υn = 1.

(9)

Здесь b ∈ Rn — вектор, такой, что пара матриц (A, b) удовлетворяет

условию полной управляемости

rank
(
b Ab ∙ ∙ ∙ An−2b An−1b

)
= n; (10)
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b+ — вектор, обратный вектору b, т.е. b+b = 1;












−b⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

b⊥L −b⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 b⊥L −b⊥LA ∙ ∙ ∙ 0

0 0 b⊥L
. . .

...
...

...
...

. . . −b⊥LA
0 0 0 ∙ ∙ ∙ b⊥L













⊥

R

=














Υ1
Υ2
Υ3
Υ4
...

Υn−1
Υn














∈ Rn
2

, Υi ∈ R
n;

(11)

( ∙ )⊥L — левый делитель нуля максимального ранга заданной матрицы

(вектора); ( ∙ )⊥R — правый делитель нуля максимального ранга заданной

матрицы (вектора) [12].

Пусть Θx — некоторая область в пространстве состояний Rn. Как

показано в работах [13, 14], для исследования управляемости системы

(3) можно использовать матрицу, аналогичную матрице в (10)

C(x, t) =
(
B(x, t) A(x, t)B(x, t) . . . An−1(x, t)B(x, t)

)
. (12)

Если выполняется условие

∀x ∈ Θx: rankC (x, t) = n (13)

или в другом виде

∀x ∈ Θx: detC(x, t) 6= 0, (14)

тогда, используя методику из [11], можно по аналогии доказать следу-

ющую теорему.

Теорема 2. Пусть задана нелинейная нестационарная аффинная

динамическая система

ẋ(t) = A(x, t)x(t) +B(x, t)u(t),
A(x, t) ∈ Rn×n, B(x, t) ∈ Rn,

и пусть существует область Θx ⊆ Rn, где выполняется условие

detC (x, t) 6= 0, (15)

C(x, t) =
(
B(x, t) A(x, t)B(x, t) ∙ ∙ ∙ An−1(x, t)B(x, t)

)
,

тогда коэффициенты αk = αk(x, t), k = 0, 1, . . . , n − 1 характери-

стического полинома

det (λIn −A(x, t)) = λ
n+αn−1(x, t)λ

n−1+ ∙ ∙ ∙+α1(x, t)λ+α0(x, t)
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определяются формулами





α0 = −B
+(x, t)A(x, t)Υ1(x, t),

α1 = B
+(x, t) (Υ1 −A(x, t)Υ2(x, t)) ,

...

αn−2 = B
+(x, t) (Υn−2 −A(x, t)Υn−1(x, t)) ,

αn−1 = B
+(x, t) (Υn−1 −A(x, t)Υn(x, t)) ,

B+(x, t)Υn(x, t) = 1,

(16)

где Υi(x, t) — максимальные решения системы нелинейных однород-
ных уравнений





B⊥L(x, t)A(x, t) ∙Υ1(x, t) = 0,

B⊥L(x, t) ∙Υ1(x, t)−B
⊥
L(x, t)A(x, t) ∙Υ2(x, t) = 0,

...
B⊥L(x, t) ∙Υn−2(x, t)−B

⊥
L(x, t)A(x, t) ∙Υn−1(x, t) = 0,

B⊥L(x, t) ∙Υn−1(x, t)−B
⊥
L(x, t)A(x, t) ∙Υn(x, t) = 0,

B⊥L(x, t) ∙Υn(x, t) = 0,

(17)

B⊥L(x, t)— максимальное решение нелинейного однородного уравнения

B⊥L(x, t) ∙B(x, t) = 0, (18)

B+(x, t) — любое допустимое решение нелинейного уравнения

B+(x, t) ∙B(x, t) = 1. (19)

Другими словами, для рассматриваемой системы коэффициенты
характеристического полинома определяются ленточной формулой










α0

...

αn−2

αn−1









=

















−B+A 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0

B+ −B+A 0 ∙ ∙ ∙ 0 0

0 B+ −B+A ∙ ∙ ∙ 0 0

0 0 B+
. . .

...
...

...
...

...
. . . −B+A 0

0 0 0 ∙ ∙ ∙ B+ −B+A
































Υ1

Υ2

Υ3

...

Υn−1

Υn
















,

b+Υn = 1, (20)
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где












−B⊥LA 0 0 ∙ ∙ ∙ 0

B⊥L −B⊥LA 0 ∙ ∙ ∙ 0

0 B⊥L −B⊥LA ∙ ∙ ∙ 0

0 0 B⊥L
. . .

...
...

...
...

. . . −B⊥LA
0 0 0 ∙ ∙ ∙ B⊥L













⊥

R

=

=














Υ1
Υ2
Υ3
Υ4
...

Υn−1
Υn














∈ Rn
2

, Υi ∈ R
n, (21)

B⊥L = B
⊥
L(x, t), B

+ = B+(x, t), A = A(x, t). (22)

Пример. Рассмотрим задачу поиска коэффициентов характеристи-
ческого полинома для нелинейной аффинной системы, представляю-
щую собой процесс управления в продольном канале входом косми-
ческого аппарата (КА) в атмосферу Земли. Упрощенные нелинейные
уравнения движения в этом случае имеют вид [15, 16]:

y′′ =
d2y

dx
= −
√
rλ
cy

cx
cos γ +

e2x − 1
y
,

dL

dx
=

√
r

λ

1

y
,

где x = ln
Vкр

V
= ln

1

V̄
, V̄ = e−x; y =

cxS

2m

√
r

λ
ρ, cx, cy — коэффициенты

лобового сопротивления и подъемной силы, Vкр ≈
√
rg = 7850м/с; r —

радиус Земли; g — ускорение свободного падения; S и m — характери-
стическая площадь и масса КА; γ — угол крена; λ — логарифмический
градиент плотности атмосферы; ρ — плотность атмосферы. Время по-
лета в атмосфере определяется по выражению

t =
1
√
gλ

x∫

x0

exdx

y
.

Управление траекторией полета осуществляется регулированием аэ-
родинамических сил, действующих на КА. При изменении угла крена
изменяется эффективная подъемная сила — проекция продольной си-
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лы на вертикальную плоскость [15, 16]. В матрично-векторном виде
аффинная система (23) запишется так:

d

dx




y
y′

L



 =








0 1 0
e2x − 1
y2

0 0

a3

y2
0 0











y
y′

L



 =




0
−b
0



u, (23)

где b =
√
rλ, u =

cy

cx
cos γ, a3 =

√
r

λ
, а матрицы (3) равны

A(x, t) =








0 1 0
e2x − 1
y2

0 0

a3

y2
0 0







, B(x, t) =




0
−b
0



 . (24)

Матрица управляемости (12) для системы (23) имеет вид

C(x, t) =




0 −b 0
−b 0 (b(exp (2x)− 1)/y2)
0 0 −(a3b)/y2



 . (25)

Вычисление определителя (24) дает

det




0 −b 0
−b 0 (b(exp (2x)− 1)/y2)
0 0 −(a3b)/y2



 = a3b
3/y2 (26)

и для него всегда выполняется условие (15). Вычислим матрицы (18)
и (19). Они имеют простой вид

B⊥L(x, t) =

(
1 0 0
0 0 1

)

, B+(x, t) =
(
0 −1/b 0

)
. (27)

Уравнения (17) для данного примера запишутся так:





B⊥L(x, t)A(x, t) ∙Υ1(x, t) = 0,

B⊥L(x, t) ∙Υ1(x, t)−B
⊥
L(x, t)A(x, t) ∙Υ2(x, t) = 0,

B⊥L(x, t) ∙Υ2(x, t)−B
⊥
L(x, t)A(x, t) ∙Υ3(x, t) = 0,

(28)

где Υ3(x, t) = B(x, t) =
(
0 −b 0

)т
, а их решение дает

Υ1 =




0
0

−a3b/y2



 , Υ2 =




−b
0
0



 . (29)
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Подставим значения Υ1(x, t), Υ2(x, t), Υ3(x, t) и B+(x, t) в фор-
мулы (16), получим






α0 = −B
+(x, t)A(x, t)Υ1(x, t),

α1 = B
+(x, t) (Υ1 −A(x, t)Υ2(x, t))

α2 = B
+(x, t) (Υ2 −A(x, t)Υ3(x, t)) ,

(30)

или в форме (20)



α0
α1
α2



 =

=




−B+(x, t)A(x, t) 0 0
B+(x, t) −B+(x, t)A(x, t) 0
0 B+(x, t) −B+(x, t)A(x, t)



×

×




Υ1(x, t)
Υ2(x, t)
Υ3(x, , t)



 . (31)

Выполняя вычисления по формуле (31), получаем

α0(x, t) = 0, α1 = (exp(2 ∗ x)− 1)/y
2, α2 = 0. (32)

Подставляя далее коэффициенты (32) и матрицу A(x, t) из (24) в
характеристическое уравнение (7), получаем тождество







0 1 0

−
e2x − 1
y2

0 0

a3

y2
0 0








3

+
e2x − 1
y2








0 1 0

−
e2x − 1
y2

0 0

a3

y2
0 0







=




0 0 0
0 0 0
0 0 0



 .

Что и требовалось показать.
Для закона управления системой (23) с матрицей коэффициентов

обратной связи вида
u = −Kx,

где

K=

(

−(p2p3 + p1(p2 + p3))/b−
e2x − 1
y2b

(p1 + p2 + p3)/b
p1p2p3y

2

a3b

)

,

(33)
а p1, p2, p3 — желаемые корни характеристического полинома системы
(23), имеем

Aзам = A−BK =




0 1 0

−p1p2 − p1p3 − p2p3 p1 + p2 + p3 p1p2p3y2/a3
a3/y

2 0 0



 .

(34)

10 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2014. № 6



Выполняя аналогичные преобразования и заменяя A на Aзам с ис-
пользованием выражений (27)–(31), получаем

α0(x, t) = p1p2p3, α1 = p1(p2 + p3) + p2p3, α2 = −p1 − p2 − p3.
(35)

Также подставляя далее коэффициенты (34) и матрицу Aзам(x, t)
из (33) в характеристическое уравнение (7), получаем тождество



0 1 0

−p1p2 − p1p3 − p2p3 p1 + p2 + p3 p1p2p3y2/a3
a3/y

2 0 0





3

− (p1 + p2 + p3)




0 1 0

−p1p2 − p1p3 − p2p3 p1 + p2 + p3 p1p2p3y2/a3
a3/y

2 0 0





2

+ (p1(p2 + p3) + p2p3)




0 1 0

−p1p2 − p1p3 − p2p3 p1 + p2 + p3 p1p2p3y2/a3
a3/y

2 0 0



+ p1p2p3

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

=

=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

.

Что и требовалось показать.
Заключение. Работа является продолжением ранее опубликован-

ных авторами в статьях [14–16] материалов, касающихся ленточной
теории анализа и синтеза динамических систем, и в ней получена
ленточная формула решения обобщенной задачи Крылова отыскания
коэффициентов характеристического полинома для нелинейной аф-
финной динамической системы. Приведен численный пример анали-
тического расчета коэффициентов характеристического полинома для
нелинейной аффинной системы 3-го порядка, описывающей процесс
входа космического аппарата в атмосферу Земли.
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Zubov N.E. — Dr. Sci. (Eng.), deputy director of the Research and Development
Centre of the OAO “S.P. Korolev Rocket and Space Corporation “Energiya”. Professor
of “Automatic Control System” department of the Bauman Moscow State Technical
University. Author of more than 90 publications in the field of problems of spacecraft
control.
Bauman Moscow State Technical University, 2-ya Baumanskaya ul. 5, Moscow, 105005
Russian Federation.
OAO “S.P. Korolev Rocket and Space Corporation “Energiya”, ul. Lenina 4-a, Korolev,
Moscow region, 141070 Russian Federation.

Микрин Евгений Анатольевич — д-р техн. наук, академик РАН, первый заместитель
генерального конструктора ОАО “РКК “Энергия” им. С.П. Королёва”, заведующий
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