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Рассмотрен вопрос сложности четных подстановок через оценку вентильной
сложности задающих их обратимых схем, состоящих из вентилей NOT, CNOT
и 2-CNOT. Доказано, что все четные подстановки на множестве Zn2 задают-
ся обратимой схемой, не использующей дополнительные входы, с вентильной
сложностью, эквивалентной с точность до порядка n2n/ log2 n; оставшиеся
четные подстановки задаются обратимой схемой, не использующей дополни-
тельные входы, с меньшей вентильной сложностью. Установлено, что любая
четная подстановка на множестве Zn2 реализуется обратимой схемой с вен-
тильной сложностью . 2n+1 при использовании ∼ 5 ∙ 2n/n дополнительных
входов. Для всех четных подстановок применение дополнительных входов по-
зволяет снизить вентильную сложность реализующих их обратимых схем.
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The article discusses even permutation complexities via the evaluation of the gate
complexity of reversible circuits consisting of NOT, CNOT and 2-CNOT gates, which
implements these permutations. It is proved that almost every even permutation on
the Zn2 set is implemented by the reversible circuit not using additional inputs with
the gate complexity equivalent up to about n2n/ log2 n; all other even permutations
are implemented by reversible circuit not using additional inputs with the less gate
complexity. It is established that every even permutation on the Zn2 set is implemented
by the reversible circuit using ∼ 5 ∙ 2n/n additional inputs with the gate complexity
. 2n+1. It is stated that for almost every even permutations the usage of additional
inputs allows to decrease gate complexity of reversible circuits implementing them.
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Введение. В дискретной математике для оценки сложности того
или иного преобразования вводится мера сложности этого преобразо-
вания. В качестве меры сложности булевой функции зачастую рассма-
тривают вентильную сложность минимальной схемы, задающей эту
функцию. Впервые это было предложено К. Шенноном в работе [1],
с которой берет свое начало теория схемной сложности. В настоящее
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время сложность булевых функций хорошо изучена: доказаны ниж-
няя асимптотическая оценка сложности (теорема Шеннона) и верхняя
асимптотическая оценка сложности (теорема Лупанова), а также их
асимптотическое равенство 2n/n для булевой функции n перемен-
ных [2]. В работе [3] изучен вопрос сложности булева преобразо-
вания Zn2 → Zn2 : доказано, что сложность такого преобразования не

превышает O

(
n2n

n+ log2 n

)

; доказательство проводится путем явно-

го построения схемы, задающей это преобразование и состоящей из
функциональных элементов NOT, AND и XOR.

В настоящей работе рассмотрен вопрос вентильной сложности
схем, состоящих из обратимых логических вентилей NOT, CNOT и
2-CNOT. Определение обратимых вентилей NOT и k-CNOT, а также
обратимых схем, включающих в себя эти вентили, было изложено,
например, в работе [4]. В работах [5, 6] было доказано следующее:
• вентили NOT, CNOT и 2-CNOT задают четную подстановку в

схеме с n > 3 входами;
• множество подстановок, задаваемых вентилями NOT, CNOT и

2-CNOT с n входами, при n 6 3 генерирует симметрическую группу
S(Zn2 ), а при n > 3 — знакопеременную группу A(Zn2 ).

В связи с изложенным в качестве меры сложности четной подста-
новки предлагается рассматривать вентильную сложность задающей
ее минимальной обратимой схемы, состоящей из вентилей NOT, CNOT
и 2-CNOT.

В работах [5–13] предложены различные алгоритмы синтеза обра-
тимых схем и в некоторых случаях дана оценка сверху вентильной
сложности синтезированной схемы. Однако до сих пор не были из-
вестны строгие асимптотические оценки вентильной сложности обра-
тимой схемы, состоящей из вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT и задаю-
щей какую-либо четную подстановку из группы A(Zn2 ).

В настоящей работе с помощью оценки числа различных неэквива-
лентных обратимых схем будет доказано, что существует такая четная
подстановка h ∈ A(Zn2 ), которая не может быть задана обратимой схе-
мой, состоящей из вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT и не использую-
щей дополнительные входы с вентильной сложностью. n2n−1/ log2 n.
Также будет доказано, что любая четная подстановка h ∈ A(Zn2 ) мо-
жет быть задана обратимой схемой, включающей в себя вентили NOT,
CNOT и 2-CNOT и не использующей дополнительные входы с вен-
тильной сложностью . 52n2n/ log2 n. Будет показано, что любая чет-
ная подстановка h ∈ A(Zn2 ) может быть реализована обратимой схе-
мой, состоящей из вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT и использующей
∼ 5 ∙ 2n/n дополнительных входов с вентильной сложностью . 2n+1.

Основные понятия. Рассмотрим следующую модель обратимой
схемы: все вентили в схеме имеют одинаковое число входов, выходы
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одного вентиля напрямую соединены с входами следующего за ним
вентиля. В таком случае входами обратимой схемы являются входы
первого вентиля, выходами – выходы последнего вентиля.

Базовое определение обратимых вентилей NOT и k-CNOT было да-
но в работе [4]. Напомним, что черезNj в работе [4] обозначен вентиль
NOT, инвертирующий значение на j-м входе; через Ci1,...,ik;j = CI;j —
вентиль k-CNOT (обобщенный элемент Тоффоли с k контролирующи-
ми входами), инвертирующий значение на j-м входе тогда и только то-
гда, когда значение на всех входах i1, . . . , ik равно 1; I = {i1, . . . , ik} —
множество контролирующих входов, j /∈ I .

Любая обратимая схема c n > 3 входами, состоящая из вентилей
NOT, CNOT и 2-CNOT, задает какую-либо четную подстановку на
множестве Zn2 . При этом такая схема может реализовывать некоторое
булево преобразование. Для того чтобы ввести определение обрати-
мой схемы, реализующей заданное булево преобразование Zm2 → Zm2 ,
понадобятся отображения ϕn,n+k : Zn2 → Zn+k2 и ψπn+k,n : Z

n+k
2 → Zn2

вида

ϕn,n+k(〈x1, . . . , xn〉) = 〈x1, . . . , xn, 0, . . . , 0〉;
ψπn+k,n(〈x1, . . . , xn+k〉) = 〈xπ(1), . . . , xπ(n)〉, π ∈ S(Zn+k).

Назовем ϕn,n+k расширяющим отображением; ψπn+k,n — редуцирующим
отображением, подстановку π — перестановкой выходов.

Рассмотрим произвольную четную подстановку h ∈ A(Zn2 ), кото-
рая задает булево преобразование fh : Zn2 → Zn2 . Введем определения
обратимых схем, реализующих преобразование fh либо без использо-
вания дополнительных входов, либо с использованием дополнитель-
ных входов.

Определение 1. Обратимая схема Sg реализует преобразование
fh без использования дополнительных входов (дополнительной памя-
ти), если она имеет ровно n входов, при этом существует такая под-
становка π ∈ S(Zn), что задаваемое этой схемой булево преобразо-
вание g : Zn2 → Zn2 удовлетворяет условию ψπn,n(g(x)) = fh(x),x ∈ Z

n
2 .

Определение 2. Обратимая схема Sg реализует преобразование
fh c использованием k > 0 дополнительных входов (дополнитель-
ной памяти), если она имеет n + k входов, при этом существу-
ет такая подстановка π ∈ S(Zn+k), что задаваемое этой схемой
булево преобразование g : Zn+k2 → Zn+k2 удовлетворяет условию
ψπn+k,n(g(ϕn,n+k(x))) = fh(x),x ∈ Z

n
2 .

Отметим, что обратимая схема Sg задает преобразование fh при
g(x) = fh(x).

Напомним некоторые понятия из анализа [2]. Пусть f(n) и g(n) —
вещественные положительные функции натуральной переменной n,
тогда:
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• f(n)&g(n), если для любого ε > 0 найдется N = N(ε) такое, что
при любом n>N верно неравенство (1 − ε)g(n)6f(n) (функция f(n)
асимптотически больше или равна функции g(n));
• f(n)∼g(n), если f(n)&g(n) и g(n)&f(n) (функции f(n) и g(n)

асимптотически равны, или эквивалентны), в настоящем случае
lim
n→∞

f(n)/g(n) = 1;

• f(n)�g(n), если 0 < c1 < f(n)/g(n) < c2 (функции f(n) и g(n)
эквивалентны с точностью до порядка).

Теперь можно перейти к оценке вентильной сложности обрати-
мой схемы, состоящей из вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT, задающей
четную подстановку h ∈ A(Zn2 ).

Асимптотическая нижняя оценка вентильной сложности. Вве-
дем множество обратимых вентилей Ωmn , состоящее из всех вентилей
NOT и k-CNOT, k 6 m, каждый из которых имеет ровно n входов.

Всего существует (n− k) (nk) различных вентилей k-CNOT, имею-
щих ровно n входов. Нас интересует множество Ω2n, состоящее из всех
возможных вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT с n входами, мощность
которого равна

|Ω2n| =
2∑

k=0

(n−k)

(
k

n

)

= n+n(n−1)+
n(n− 1)(n− 2)

2
= O(n3). (1)

В рассматриваемой модели обратимой схемы возможна ситуация,
когда перестановка двух соседних вентилей схемы порождает эквива-
лентную ей схему (задающую такую же четную подстановку), если эти
вентили независимы. Условия независимости двух вентилей k-CNOT
были рассмотрены в работе [4].

В множестве Ω2n все вентили имеют не более двух контролирую-
щих входов, поэтому при n → ∞ несколько подряд идущих венти-
лей могут быть попарно независимыми. Определим вероятность со-
бытия, что k таких вентилей являются попарно независимыми. При-
мем следующее: вентиль CI;t независим с каждым предшествующим
ему вентилем, если не существует такого вентиля CI′;t′ , стоящего до
рассматриваемого вентиля, что t ∈ I ′ или t′ ∈ I . Обозначим через
Pi вероятность того, что эти условия выполняются для i-го вентиля в
последовательности, P1 = 1. Тогда вероятность P (k) того, что k после-
довательно расположенных вентилей попарно независимы составляет

P (k) =
k∏

i=1

Pi.

Для вентилей NOT и CNOT вероятность Pi выше, чем для венти-
лей 2-CNOT, так как они имеют меньше контролирующих входов. Для
указанных вентилей выше вероятность выполнения второго условия
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независимости, рассмотренного ранее. Поэтому без ограничения общ-
ности при расчете P (k) примем, что все вентили являются вентилями
2-CNOT.

Первый вентиль C{j1,l1};t1 можно выбрать любым возможным спо-
собом. При выборе второго вентиля C{j2,l2};t2 , независимого от перво-
го, необходимо выбрать значения j2 и l2 так, чтобы они не совпада-
ли со значением t1: всего существует (n−12 ) способов выполнить это.
Значение t2 не должно совпадать со значениями j1, l1, j2, l2: всего
есть n − 4 способов выбрать значение t2. Аналогичные рассуждения
можно провести и для третьего вентиля C{j3,l3};t3 : всего существует
(n−22 ) способов выбрать значения j3 и l3 и n − 6 способов — значение
t3. Отсюда следует, что вероятность Pk удовлетворяет соотношению

Pk >
(n− 2k)

(
n−k+1
2

)

(n− 2) (n2 )
, или Pk >

(n− 2k)(n− k + 1)(n− k)
(n− 2)n(n− 1)

. Знак

“>” означает, что в реальной схеме больше способов выбрать i-й вен-
тиль так, чтобы он был независим с каждым предыдущим вентилем.
При k = o(n) и n → ∞ вероятность Pk>1 − o(1), Pk∼1, тогда, и
P (k)∼1. Следовательно, доля обратимых схем, состоящих из венти-
лей множества Ω2n, у которых из k = o(n) подряд идущих вентилей
найдется хотя бы два зависимых вентиля, стремится к нулю.

Докажем с помощью оценки числа различных неэквивалентных
обратимых схем, что существует такая четная подстановка h ∈ A(Zn2 ),
которая не может быть задана обратимой схемой, состоящей из вен-
тилей множества Ω2n и не использующей дополнительные входы с
вентильной сложностью . n2n−1/ log2 n.

Сложность минимальной обратимой схемы, состоящей из вентилей
множества Ω2n, не использующей дополнительные входы и задающей
четную подстановку h ∈ A(Zn2 ), обозначим через L(h). Определим
функцию Шеннона L(n) = max

h∈A(Zn2 )
L(h). Аналогично рассмотрим ве-

личины L∗(h) и L∗(n) для обратимых схем, использующих дополни-
тельные входы.

Теорема 1. L(n)&n2n−1/ log2 n.
J Покажем, что имеет место неравенство L(h)&n2n−1/ log2 n по-

чти для всех подстановок h ∈ A(Zn2 ). Оценим число обратимых схем,
состоящих из вентилей множества Ω2n, которые задают различные чет-
ные подстановки на множестве Zn2 и имеют вентильную сложность s.
Обозначим эту величину через C∗(n, s).

Если r = |Ω2n|, то C∗(n, s)6rs. Обозначим через C(n, s) общее
число различных, неэквивалентных обратимых схем, состоящих из
вентилей множества Ω2n и имеющих вентильную сложность не более

s: C(n, s) =
s∑

i=0

C∗(n, i)6
rs+1 − 1
r − 1

.
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Обозначим через k чиcло подряд идущих вентилей в схеме. При
k = o(n) и k = o(s), можно утверждать на основании условия эквива-
лентности обратимых схем, что

C(n, s)6
rs+1 − 1

(k!)bs/kc(r − 1)
6

rs+1 − 1
(k!)(s/k)−1(r − 1)

. (2)

Число всех четных подстановок на множестве Zn2 равно |A(Zn2 )| =
= (2n)!/2. По формуле Стирлинга x! & (x/e)x. Оценим величину
log2(C(n, s)/|A(Z

n
2 )|):

log2
C(n, s)

|A(Zn2 )|
6 log2

2rs+1

(k!)(s/k)−1(r − 1)(2n)!
6 log2

2rs+1e2
n+s−k

ks−k(r − 1)2n2n
;

log2
C(n, s)

|A(Zn2 )|
& 1 + (s+ 1) log2 r + (2

n + s− k) log2 e−

−(s− k) log2 k − log2(r − 1)− n2
n.

Согласно формуле (1), r6n3: log2
C(n, s)

|A(Zn2 )|
& 3s log2 n+2(2

n+ s− k)−

−(s− k) log2 k − n2
n.

Выберем значение s так, чтобы выполнялось условие
log2(C(n, s)/|A(Z

n
2 )|)6− log2 n. Пусть k = n/ log2 n, тогда

3s log2 n+ 2

(

2n + s−
n

log2 n

)

−

−

(

s−
n

log2 n

)

(log2 n− log2 log2 n)− n2
n = − log2 n;

s(2 log2 n+ 2 + log2 log2 n) + 2
n+1−

−
2n

log2 n
+ n−

n log2 log2 n

log2 n
− n2n = − log2 n;

s =
n2n + o(n2n)

2 log2 n+ o(log2 n)
.

Очевидно, что при таком значении s величина log2(C(n, s)/|A(Z
n
2 )|)→

→ −∞ при n → ∞, т.е. доля четных подстановок, которые задаются
обратимой схемой, состоящей из вентилей множества Ω2n и не исполь-
зующей дополнительные входы, с вентильной сложностью менее s,
стремится к нулю.

Следует отметить, что при указанном выборе значений s и k вы-
полняются условия k = o(n), k = o(s), таким образом, применение
формулы (2) корректно. Тогда s∼n2n−1/ log2 n, откуда следует истин-
ность утверждения теоремы. I

Асимптотическая верхняя оценка вентильной сложности. В ра-
боте [7] был предложен алгоритм синтеза обратимых схем, состоящих
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из вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT, основанный на теории групп под-
становок. Было доказано, что вентильная сложность синтезированной
схемы удовлетворяет соотношению

L(n).7n2n. (3)

Этот алгоритм основан на представлении подстановки в виде произ-
ведения пар независимых транспозиций с последующей реализацией
этих пар с помощью обратимых вентилей. Если обобщить этот алго-
ритм для синтеза большего числа независимых транспозиций, можно
получить асимптотическую верхнюю оценку сложности L(n).

Теорема 2. L(n).52n2n/ log2 n.
J Покажем, что L(h).52n2n/ log2 n для всех h ∈ A(Zn2 ). Любую

подстановку h ∈ A(Zn2 ) можно представить в виде композиции непе-
ресекающихся циклов так, чтобы сумма длин этих циклов не превос-
ходила 2n. Для композиции двух независимых циклов верно равенство

(i1, i2, . . . , il1) ◦ (j1, j2, . . . , jl2) =

= (i1, i2) ◦ (j1, j2) ◦ (i1, i3, . . . , il1) ◦ (j1, j3, . . . , jl2), (4)

а для цикла длиной l > 5 — равенство

(i1, i2, . . . , il) = (i1, i2) ◦ (i3, i4) ◦ (i1, i3, i5, i6, . . . , il). (5)

Представим подстановку h в виде композиции групп независимых
транспозиций, по K транспозиций в каждой группе, и оставшейся
подстановки h′:

h = ◦
xt,yt∈Z

n
2

((x1,y1) ◦ . . . ◦ (xK ,yK)) ◦ h
′. (6)

Для подстановки h′ оценим число независимых циклов и их длину
в разложении. Согласно формулам (4) и (5), в разложении h′ нельзя
получить K независимых транспозиций, если число независимых ци-
клов строго меньше K и их длина строго меньше 5. Отсюда следует,
что сумма длин циклов в разложении h′ не превосходит 4(K − 1).

Обозначим через Mg множество подвижных точек произвольной
подстановки g ∈ S(Zn2 ): Mg = {x ∈ Z

n
2 |g(x) 6= x}. С учетом изложен-

ного выше, |Mh|62n, |Mh′ | 6 4(K − 1).
В соответствии с формулами (4)–(6), в декомпозиции подстановки

h можно получить не более |Mh|/K групп, в каждой из которых K
независимых транспозиций, а в декомпозиции подстановки h′ — не
более |Mh′ |/2 пар независимых транспозиций и не более одной пары
зависимых транспозиций.

Пара зависимых транспозиций (i, j) ◦ (i, k) выражается через
произведение двух пар независимых транспозиций: (i, j) ◦ (i, k) =
= ((i, j) ◦ (r, s)) ◦ ((r, s) ◦ (i, k)).
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С учетом изложенного оценим сверху величину L(h):

L(h) 6
|Mh|
K

L(g(K)) +
|Mh′ |
2

L(g(2)) + 2L(g(2));

L(h) .
2n

K
L(g(K)) + 2KL(g(2)),

(7)

где g(i) — произвольная подстановка, представляющая собой произве-
дение i независимых транспозиций.

Для произвольной подстановки g(K) оценим величину L(g(K)).
Пусть k = |Mg(K) | = 2K. Задание подстановки g(K) вентилями множе-
стваΩ2n будем проводить способом, описанным в работе [7]: действием
сопряжения приведем подстановку g(K) к подстановке определенного
вида, которая задается простым способом. Действие сопряжением не
меняет цикловой структуры подстановки, поэтому подстановка g(K) в
результате действия сопряжением всегда будет оставаться композици-
ей K независимых транспозиций.

Для подстановки g(K) = (x1,y1) ◦ . . . ◦ (xK ,yK) составим матри-
цу A:

A =









x1
y1
. . .
xK
yK








=











a1,1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,n
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
ak−1,1 . . . ak−1,n
ak,1 . . . ak,n











. (8)

Наложим ограничение на значение k так, чтобы оно было степе-
нью двойки: k = 2blog2 kc. Если k6 log2 n, то в матрице A найдется
не более 2k попарно различных столбцов. Без ограничения общности
примем, что такими столбцами являются первые 2k столбцов. Тогда
для любого j-го столбца, j > 2k, найдется равный ему i-й столбец,
i6 2k. Применив к подстановке g(K) действие сопряжением подста-
новкой, задаваемой вентилем Ci;j , можно обнулить j-й столбец матри-
цы A (для этого потребуется два вентиля CNOT). Повторяя указанное
действие для всех столбцов с индексами больше 2k, получаем новую
подстановку g(K)1 , для которой матрица A1 будет иметь вид

A1 =
















a1,1 . . . a1,2k
a2,1 . . . a2,2k
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
ak−1,1 ∙ ∙ ∙ ak−1,2k
ak,1 ∙ ∙ ∙ ak,2k

0 ∙ ∙ ∙ 0
0 ∙ ∙ ∙ 0
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
0 . . . 0
0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−2k
















.
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Для получения матрицы A1 потребуется L162n вентилей CNOT.
Для всех элементов a1,i = 1 применяем к подстановке g(K)1 дей-

ствие сопряжением подстановкой, задаваемой вентилем Ni. Для этого
потребуется L262k+1 вентилей NOT. В итоге получим подстановку
g
(K)
2 и соответствующую ей матрицу A2:

A2 =
















0 . . . 0
b2,1 ∙ ∙ ∙ b2,2k
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
bk−1,1 ∙ ∙ ∙ bk−1,2k
bk,1 ∙ ∙ ∙ bk,2k

0 ∙ ∙ ∙ 0
0 ∙ ∙ ∙ 0
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙
0 ∙ ∙ ∙ 0
0 ∙ ∙ ∙ 0

︸ ︷︷ ︸
n−2k
















.

Элементы матрицы A2 обозначены через bi,j , чтобы показать их
возможное отличие от элементов матрицы A1.

Поставим в соответствие вектору число с помощью отображения

ϕm : Zm2 → Z2m : ϕm(〈x1, . . . , xm〉) =
m∑

i=1

xi2
i−1. Будем последователь-

но действовать сопряжением на подстановку g
(K)
2 , рассматривая все

строки матрицы A2 начиная со второй. Пусть текущая строка име-
ет номер i. Эта строка попарно отличается от всех строк, чей номер
меньше i, так как все строки матрицы A2 различны. Возможны два
варианта.

1. Существует элемент матрицы bi,j = 1, j > log2 k. В таком случае
для всех элементов bi,j′ = 1, j′ 6= j, j′ > log2 k, применяем действие
сопряжением подстановкой, задаваемой вентилем Cj;j′ . Для этого по-
требуется не более 2(2k − log2 k − 1) вентилей CNOT. Затем для всех
j′6 log2 k используем действие сопряжением подстановкой, задавае-
мой вентилем Cj;j′ , так, чтобы выполнялось условие

ϕlog2 k(〈b
′
i,1, . . . , b

′
i,log2 k

〉) = i− 1. (9)

Для этого необходимо не более 2 log2 k вентилей CNOT. На послед-
нем шаге применяем действие сопряжением подстановкой, задаваемой
вентилем C{1,...,log2 k};j . Перед этим и после этого, возможно, потребует-
ся инвертировать не более log2 k значений b′i,j′ = 0, j

′6 log2 k, с помо-
щью подстановок, задаваемых вентилями NOT. Вентиль C{1,...,log2 k};j
имеет log2 k контролирующих входов, в результате он может быть за-
менен композицией не более 8(log2 k − 3) вентилей 2-CNOT [5].

Вследствие таких преобразований получим строку матрицы, у ко-
торой все элементы с индексом больше log2 k являются нулевыми, а
первые ее log2 k элементов удовлетворяют условию (9). В сумме для
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этого потребуется L(i)3 вентилей множества Ω2n:

L
(i)
3 6 2(2

k − log2 k − 1) + 2 log2 k + 2(log2 k + 8(log2 k − 3) + log2 k);
L
(i)
3 6 2

k+1 + 20 log2 k.

2. Не существует такого элемента bi,j матрицы A2, что bi,j = 1,
j > log2 k. Тогда можно утверждать, что для всех i′ < i верно неравен-
ство: ϕlog2 k(〈bi,1, . . . , bi,log2 k〉) 6= ϕlog2 k(〈bi′,1, . . . , bi′,log2 k〉). В против-
ном случае нашлись бы две одинаковые строки в матрице A2, что про-
тиворечит циклическому виду подстановки g(K)2 . Применяем действие
сопряжением подстановкой, задаваемой вентилем C{1,...,log2 k};log2 k+1
так, чтобы в итоге этого действия bi,log2 k+1 = 1. Перед этим и по-
сле этого, возможно, потребуется инвертировать не более log2 k зна-
чений bi,j′ = 0, j′6 log2 k, с помощью подстановок, задаваемых вен-
тилями NOT. Вентиль C{1,...,log2 k};j имеет log2 k контролирующих вхо-
дов, таким образом, он может быть заменен композицией не более
8(log2 k − 3) вентилей 2-CNOT [5].

Далее выполняем те же действия, что и в предыдущем вариан-
те. Следовательно, для приведения i-й строки к такому же виду, что
и в предыдущем случае (см. п. 1), в сумме потребуется L

(i)
3 венти-

лей множества Ω2n: L
(i)
3 62(log2 k + 8(log2 k − 3) + log2 k) + 2

k+1 +
+ 20 log2 k = 2

k+1 + 40 log2 k.

В результате последовательного применения указанных действий
ко всем строкам матрицы A2 начиная со второй, будет получена новая
подстановка g(K)3 и соответствующая ей матрица A3:

A3 =
















0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 1 . . . 1
1 1 1 . . . 1

︸ ︷︷ ︸
log2 k

0 . . . 0
0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0
0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−log2 k
















.

Для этого в сумме потребуется L3 вентилей множества Ω2n: L3 =

=
k∑

i=2

L
(i)
3 6(k − 1)(2

k+1 + 40 log2 k).

Теперь для всех i > log2 k применяем к подстановке g
(K)
3 дей-

ствие сопряжением подстановкой, задаваемой вентилем Ni. Для этого
необходимо L4 6 2(n− log2 k) вентилей NOT. Получим итоговую под-

76 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2015. № 1



становку g(K)4 и соответствующую ей матрицу A4:

A4 =
















0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 1 . . . 1
1 1 1 . . . 1

︸ ︷︷ ︸
log2 k

1 . . . 1
1 . . . 1
. . . . . . . . .
1 . . . 1
1 . . . 1

︸ ︷︷ ︸
n−log2 k
















.

Матрица A была сформирована согласно формуле (8), подстановка
g
(K)
4 представляет собой композицию K независимых транспозиций,

следовательно, можно утверждать: подстановка g(K)4 задается венти-
лем C{n,n−1,...,log2 k+1};1. Этот вентиль имеет n − log2 k контролиру-
ющих входов, поэтому его можно заменить композицией не более
L5 = 8(n− log2 k − 3) вентилей 2-CNOT [5].

Приведенный алгоритм позволяет получить из исходной подста-
новки g(K) подстановку g

(K)
4 путем действия сопряжением: g(K)4 =

=
(
g(K)

)g1◦g2◦g3◦g4 , где gi — подстановка, задаваемая описанным ал-
горитмом со сложностью Li/2 вентилями множества Ω2n. Как было
показано в работе [7], для любой подстановки g, задаваемой компо-
зицией вентилей множества Ω2n, верно равенство g = g−1. Отсюда

следует g(K) =
(
g
(K)
4

)g−14 ◦g−13 ◦g−12 ◦g−11
. Таким образом, можно оценить

сверху величину L(g(K)):

L(g(K)) 6
5∑

i=1

Li;

L(g(K)) 6 2n+ 2k+1 + (k − 1)(2k+1 + 40 log2 k)+

+2(n− log2 k) + 8(n− log2 k − 3).

Упрощая эту формулу, получаем L(g(K))612n + k(2k+1 + 40 log2 k) −
−50 log2 k − 24. При K = 2 верно неравенство L(g(2))612n+ 324.

Подставляем полученные оценки в формулу (7):

L(h) .
2n

k/2
(12n+ k(2k+1 + 40 log2 k))) + k(12n+ 324);

L(h) . 2n+1
(
12n

k
+ 2k+1 + o(k)

)

+O(kn).

При k = o(n) оценку для L(h) можно упростить L(h).2n+1 ×

×
(12n
k
+ 2k+1

)
.
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Пусть m = log2 n − log2 log2 n. При доказательстве требовалось,
чтобы k было степенью двойки. Пусть k = 2blog2mc, тогда m/26k6m

и L(h).2n+1
(
12n

m/2
+ 2m+1

)

= 2n+1
(

24n

log2 n− log2 log2 n
+
2n

log2 n

)

.

Отсюда следует, что L(h).52n2n/ log2 n для всех h ∈ A(Zn2 ). Таким
образом, L(n) . 52n2n/ log2 n. I

Следствие 1. При k = 4 верно соотношение L(n).6n2n, что асим-
птотически меньше, чем оценка (3), предложенная в работе [7].

Объединяя верхнюю и нижнюю оценки L(n) можно сформулиро-
вать основную теорему настоящей работы.

Теорема 3. L(n)�n2n/ log2 n.
J Следует из теорем 1 и 2. I
Снижение вентильной сложности при использовании дополни-

тельных входов. В работе [3] доказано, что для любого булева пре-
образования f : Zn2 → Zn2 можно построить реализующую его схему,
состоящую из функциональных элементов базиса {¬,∧,∨} и имею-
щую вентильную сложность O(2m/m), где m = n+log2 n. Такая схема
включает в себя в качестве подсхемы многополюсник, вычисляющий
все булевы функции n − k переменных. В доказательстве использо-
вано следующее представление преобразования f (аналог разложения
булевой функции по k переменным):

f(〈x1, . . . , xn〉) = ∨
a1,...,ak∈Z2

xa11 ∧ . . .∧x
ak
k ∧f(〈a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn〉).

Используя аналогичный подход, докажем, что верхняя оценка вен-
тильной сложности обратимых схем может быть снижена с помо-
щью дополнительных входов. Напомним, что величина L∗(n) соот-
ветствует максимальной вентильной сложности обратимой схемы из
всех минимальных обратимых схем, реализующих четную подстанов-
ку h ∈ A(Zn2 ) с применением дополнительных входов.

Теорема 4. При N∼5 ∙ 2n/n дополнительных входах в схеме, со-
стоящей из вентилей множества Ω2n+N , справедливо соотношение
L∗(n) . 2n+1.
J Покажем, что L∗(h).2n+1 для всех h ∈ A(Zn2 ). Любая подстанов-

ка h ∈ A(Zn2 ) задает некоторое булево преобразование fh : Zn2 → Zn2 .
Представим его следующим образом:

fh(〈x1, . . . , xn〉) = ⊕
a1,...,ak∈Z2

xa11 ∧. . .∧x
ak
k ∧fh(〈a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn〉).

(10)
Преобразование fh(〈a1, . . . , ak, xk+1, . . . , xn〉) соответствует какому-
либо булеву преобразованию n− k переменных.

Построим многополюсник, вычисляющий все булевы функции
n − k переменных. Обозначим через ΩNXA множество функцио-
нальных элементов {¬,⊕,∧} (NXA – NOT, XOR, AND). Множество
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ΩNXA — функционально полный базис. Известно, что для построения
указанного многополюсника потребуется не более 22

n−k
элементов

из множества ΩNXA. Каждый такой элемент можно выразить через
композицию обратимых вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT. Согласно
рисунку, для этого необходимо не более двух обратимых вентилей и
не более одного дополнительного входа. Следовательно, обратимая
подсхема, задающая описанный выше многополюсник, имеет вен-
тильную сложность L1622

n−k+1 и использует N1 = 2
2n−k − (n − k)

дополнительных входов. Каждый выход, соответствующий одному из
дополнительных входов, представляет собой выход одной из булевых
функций n− k переменных.

Выражение функциональных элементов базиса ΩNXA через композицию
обратимых вентилей NOT, CNOT и 2-CNOT

Перед вычислением всех возможных значений конъюнкций
xa11 ∧ . . . ∧ x

ak
k сперва получим с помощью обратимых вентилей все

инверсии x̄i, 1 6 i 6 k. Для этого потребуется L2 = 2k вентилей
NOT и CNOT и N2 = k дополнительных входов. Затем вычисляем
все возможные конъюнкции xa11 ∧ . . . ∧ x

ak
k по индукции: для одного

входа, для двух и т.д. Для этого необходимо L3 =
k−1∑

i=1

2i+1 = 2k+1 − 4

вентилей 2-CNOT и N3 = L3 дополнительных входов.

Далее строим подсхему для вычисления преобразования fh. Для ка-
ждого вектора 〈a1, . . . , ak〉 потребуется L4 = n вентилей 2-CNOT для
определения конъюнкции с выходами преобразования fh(〈a1, . . . , ak,
xk+1, . . . , xn〉), значения для которых берутся с выходов многополюс-
ника. Функция XOR из формулы (10) выполняется вентилем 2-CNOT,
поэтому на данном этапе потребуется N4 = n дополнительных входов.
Значения на выходах, соответствующих этим дополнительным входам,
являются выходами преобразования fh.

Теперь можно оценить величину L∗(h): L∗(h) 6 L1+L2+L3+2
kL4;

L∗(h) 6 22
n−k+1 + 2k + 2k+1 + n2k = 22

n−k+1 + 2k + 2k(n + 2). Оце-
ним также число требуемых при данном построении дополнительных
вдохов схемы: N = N1 + N2 + N3 + N4; N = 2

2n−k − (n − k) + k +
+ 2k+1 − 4 + n = 22

n−k
+ 2k + 2k+1 − 4.
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В работе [3] принято, что n− k = blog2(n− log2 n)c:

L∗(h) ≤
2n+1

n
+ 2(n− log2(n− log2 n)) +

(n+ 2)2n+1

n− log2 n
. 2n+1;

N =
2n

n
+ 2(n− log2(n− log2 n)) +

2n+2

n− log2 n
− 4 ∼

5 ∙ 2n

n
. I

Можно сделать важный вывод о зависимости вентильной сложно-
сти обратимой схемы от числа дополнительных входов на основании
теоремы 4.

Утверждение 1. Почти для всех подстановок h ∈ A(Zn2 ) исполь-
зование дополнительных входов позволяет снизить вентильную слож-
ность реализующих их обратимых схем.
J Следует из теорем 3 и 4. I
Заключение. При решении задачи синтеза обратимой схемы, ре-

ализующей какую-либо четную подстановку, приходится искать ком-
промисс между вентильной сложностью синтезированной схемы и чи-
слом используемых дополнительных входов в схеме.

В настоящей работе были доказаны некоторые асимптотические
оценки вентильной сложности обратимых схем, состоящих из венти-
лей NOT, CNOT и 2-CNOT. Было установлено, что среди всех мини-
мальных обратимых схем, не использующих дополнительные входы,
максимальная вентильная сложность схемы эквивалентна с точностью
до порядка n2n/ log2 n. При этом применение ∼5 ∙ 2n/n дополнитель-
ных входов позволяет построить обратимую схему, реализующую за-
данную четную подстановку с вентильной сложностью . 2n+1.

Направлением дальнейших исследований является изучение зави-
симости вентильной сложности обратимых схем, состоящих из венти-
лей NOT, CNOT и 2-CNOT, от числа используемых в схеме дополни-
тельных входов.
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