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Методом возмущений исследованы свободные колебания цилиндрического ре-
зонатора волнового твердотельного гироскопа, имеющего малые неосесимме-
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алгоритм расчета расщепления собственной частоты резонатора. Приведены
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Прогресс техники, в первую очередь, все большая автоматиза-
ция и интеллектуализация технических систем, их усложнение при
одновременном росте требований к надежности и безопасности функ-
ционирования обусловливают постоянное увеличение насыщенности
объектов техники разнообразными датчиками первичной информации.
Такие датчики, являясь ключевыми элементами любых информаци-
онно-измерительных систем управления, контроля и диагностики,
должны иметь все более высокие метрологические характеристики
и одновременно удовлетворять комплексу сложных и, зачастую, про-
тиворечивых требований (высокая надежность, помехоустойчивость,
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малая масса и габаритные размеры, малое энергопотребление, низкая
стоимость и т.д.) [1].

Одним из широко применяемых и наиболее перспективных классов
датчиков инерциальной информации, удовлетворяющих всему ком-
плексу современных требований, являются волновые твердотельные
гироскопы (ВТГ) [2], относящиеся к классу микроэлектромеханиче-
ских систем (МЭМС) [3].

Принцип действия ВТГ основан на явлении прецессии упругой
стоячей волны, возбужденной в осесимметричном упругом теле (ре-
зонаторе) при его вращении вокруг оси симметрии [4]. При этом ско-
рость прецессии пропорциональна угловой скорости вращения резона-
тора [4]. В реальных ВТГ резонатор, как правило, представляет собой
либо стержень кольцевой формы, либо тонкостенную упругую обо-
лочку вращения, изготовленные из плавленого кварца, сапфира или
другого материала, имеющего малый коэффициент внутренних потерь
при колебаниях [2, 4].

Система возбуждения–съема (фиксации) обеспечивает возбужде-
ние и поддержание колебаний резонатора по одной из его собствен-
ных форм (стоячей волны) и определение положения пучностей сто-
ячей волны на резонаторе [2, 4]. При вращении резонатора стоячая
волна прецессирует относительно него, в силу чего положение пуч-
ностей изменяется во времени. Измеряя скорость прецессии, полу-
чаем возможность определять проекцию угловой скорости вращения
объекта, на котором установлен ВТГ, на ось симметрии резонатора.
При этом резонатор с системой возбуждения–съема составляет элек-
тромеханическую автоколебательную систему, обеспечивающую воз-
буждение колебаний и поддержание их постоянной амплитуды. С ее
помощью в резонаторе устанавливают так называемую вторую фор-
му колебаний, у которой стоячая волна имеет четыре пучности через
каждые 90◦.

Согласно изложенному, с точки зрения проектирования и оптими-
зации ВТГ важнейшее значение имеет расчет собственных частот и
форм резонатора с учетом всех реальных особенностей его геометрии
и материала.

К числу наиболее значимых факторов, влияющих на метрологи-
ческие характеристики ВТГ, относятся отклонения параметров геоме-
трии резонатора от идеальных (номинальных) и неоднородность мате-
риала резонатора. Это обусловлено тем, что ни одна из существующих
технологий не обеспечивает возможности изготовления резонаторов с
номинальными параметрами. Можно лишь добиваться, чтобы откло-
нения этих параметров от номинальных, а следовательно, и степень
влияния указанных отклонений на рабочие характеристики ВТГ, нахо-
дились в приемлемых пределах.

40 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2015. № 3



При этом необходимо иметь в виду, что указанные отклонения,
сохраняющие осевую симметрию резонатора, вызывают лишь сдвиг
спектра его частот и могут быть компенсированы сравнительно про-
стыми средствами. Неидеальности параметров геометрии и/или мате-
риала резонатора, приводящие к нарушению осевой симметрии, вле-
кут за собой неприемлемое снижение метрологических характеристик,
называемое метрологическим отказом. Это связано с тем, что при ма-
лых возмущениях осевой симметрии возникает эффект расщепления
собственных частот и форм колебаний резонатора. Эффект выражает-
ся в том, что вместо одной частоты в спектре неидеального резонатора
возникают две близкие частоты и возбуждаются две близкие собствен-
ные формы, что и приводит к метрологическому отказу системы.

В настоящей работе рассмотрены алгоритм и некоторые резуль-
таты расчета расщепления частот цилиндрического резонатора ВТГ,
вызванного наиболее важным на практике дефектом — малыми откло-
нениями геометрии оси резонатора от осевой симметрии.

Учитывая малость несовершенств, а также тот факт, что на прак-
тике колебания резонатора ВТГ являются малыми, воспользуемся ап-
паратом теории возмущений линейных операторов [5].

В общем случае для самосопряженных линейных операторов T,G
задача на собственные значения имеет вид [5]

Tu = λGu, (1)

где T,G — линейные самосопряженные операторы; u — собственный
вектор; λ — соответствующее собственное значение частоты.

Для возмущения λ(1) собственного значения λ, вызванного малыми
возмущениями операторов T,G, имеет место выражение [5]

λ(1) =

((
T(1) − λG(1)

)
u,u

)

(Gu,u)
, (2)

где верхним индексом “(1)” обозначены возмущения.
В случае несамосопряженных операторов выражение для возму-

щения λ(1) имеет вид [6]

λ(1) =

((
T(1) − λG(1)

)
u,v

)

(Gu,v)
, (3)

где v — вектор сопряженного решения.
В одномерных задачах механики система уравнений для определе-

ния собственных векторов (форм свободных колебаний) может быть
записана в виде

dy

dx
= Ay − λBy, (4)
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где λ = p2 — квадрат собственной круговой частоты системы; y —
собственный вектор системы (вектор амплитуд обобщенных переме-
щений и обобщенных внутренних сил в произвольном сечении систе-
мы); A,B — квадратные матрицы.

Для определения сопряженного решения необходимо рассмотреть
сопряженную систему. Представляя (4) в виде

dy

dx
= Fy, F = A− λB, (5)

получаем сопряженную систему [6]

dv

dx
= −Fтv. (6)

Системы (5) и (6) можно представить в блочном виде [7]

d

dx

(
y[1]
y[2]

)

=

[
F[11] F[12]

F[21] F[22]

](
y[1]
y[2]

)

, (7)

где скалярное произведение векторов yт
[1]y[2] пропорционально работе,

d

dx

(
v[1]
v[2]

)

= −

[
Fт
[11] F

т
[12]

Fт
[21] F

т
[22]

](
v[1]
v[2]

)

. (8)

Блоки матрицы F обладают следующими свойствами [7]:

Fт
[11] = −F[22], F

т
[12] = F[12], F

т
[21] = F[21].

В силу этого систему (8) можно переписать в виде

d

dx

(
v[1]
−v[2]

)

=

[
F[22] F[12]

F[21] F[11]

](
v[1]
−v[2]

)

. (9)

Сопоставляя (7) и (9), получаем решение сопряженной системы (9)
(
v[1]
v[2]

)

=

(
−y[2]
y[1]

)

. (10)

Например, для балки векторы решений исходной и сопряженной си-
стем имеют вид

y =
{
v, ϑ, Q, M

}т
;

v =
{
−Q, −M, v, ϑ

}т
,

(11)

где v — перемещение; ϑ — угол поворота; Q — поперечная сила; M —
изгибающий момент в произвольном сечении.

Обозначая через ΔA и ΔB возмущения матриц A и B, получаем
из (3) выражение для возмущения Δλ собственного значения λ:
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Δλ =

l∫

0

(vт
0ΔAy0 − λ0v

т
0ΔBy0) dx

l∫

0

vт
0B0y0dx

, (12)

где индексом “0” обозначены невозмущенные величины. Очевидно,
что (12) дает лишь линейную часть приращения значения λ.

Возмущение круговой частоты связано с возмущением Δλ следу-
ющим образом:

Δλ = Δp2 = (p0 +Δp)
2 − p20 ≈ 2p0Δp;

Δp =
Δλ

2p0
,

(13)

где p0 — собственная круговая частота невозмущенной системы.
Если λ0 не является кратным корнем, то (12) дает одно опреде-

ленное значение. Кратным корням соответствует не один собствен-
ный вектор, а семейство собственных векторов. Следовательно, для
кратных корней λ0 выражение (12) будет давать некоторый интер-
вал значений. Границы этого интервала — экстремальные значения
Δλmin, Δλmax — являются двумя значениями, на которые расщепляет-
ся значение λ при возмущении коэффициентов системы уравнений (7).
То, что из всего интервала необходимо выбирать именно экстремаль-
ные значения, следует из свойств отношения Рэлея [8, 9]. Очевидно,
что экстремальные значения лежат на границах полученного из (12)
интервала.

Собственные круговые частоты согласно (13) равны

pmin = p0 +
Δλmin
2p0

;

pmax = p0 +
Δλmax
2p0

.

(14)

Искомое значение расщепления круговой частоты составляет

pmax − pmin =
Δλmax −Δλmin

2p0
. (15)

Описанный алгоритм применим ко всем задачам о расщеплении
собственной частоты, которые могут быть решены на основе обыкно-
венных дифференциальных уравнений (одномерные уравнения). Этот
алгоритм был успешно применен в работе [10] для расчета расщеп-
лений частоты кольцевого резонатора ВТГ. Резонатор ВТГ в виде
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Рис. 1. Некруговой ци-
линдр с закреплениями
Навье:
штриховой линией показана
невозмущенная геометрия, а
сплошной — возмущенная

полусферической оболочки может быть про-
анализирован только на основе диффе-
ренциальных уравнений в частных произ-
водных (двумерные уравнения). Алгоритм
расчета расщепления частоты оболочечно-
го резонатора целесообразно разрабатывать
так, чтобы он был применим для оболочки
вращения с произвольной формой мериди-
ана. Тестирование такого алгоритма, кото-
рый в общем случае требует использования
уравнений в частных производных, удобно
проводить на оболочке, допускающей ис-
пользование одномерных дифференциаль-
ных уравнений. Одной из целей статьи явля-
ется подготовка такого теста.

Из всех неосесимметричных оболочек
только для цилиндрической оболочки некру-

говой формы с граничными условиями Навье (рис. 1) можно исследо-
вать расщепление частот с помощью обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, т.е. приведенный ранее алгоритм. Одномерный харак-
тер задачи позволяет получать результат с любой заданной точностью
при минимальных затратах, что и придает некруговому цилиндру с
граничными условиями Навье большую ценность при тестировании.

Условия Навье допускают решение в виде одной гармоники

u (s, ϕ) = u(1) (ϕ) cos
πs

l
;

v (s, ϕ) = v(1) (ϕ) sin
πs

l
;

w (s, ϕ) = w(1) (ϕ) sin
πs

l
,

(16)

где u (s, ϕ) , v (s, ϕ) , w (s, ϕ) — проекции перемещения на орты есте-
ственного трехгранника [7].

Используя известную систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 8-го порядка [7] для определения коэффициентов
w(1), v(1), u(1) и заменяя в ней внешние нагрузки q1, q2, q3 динамически-
ми нагрузками q1(1) = −u(1)p

2ρh, q2(1) = −v(1)p
2ρh, q3(1) = −w(1)p

2ρh,
получаем систему для расчета частот и форм колебаний неидеальной
цилиндрической оболочки с граничными условиями Навье.

Система уравнений имеет стандартный вид (5)

dy

dϕ
= (A− λB)y, (17)

где y =
{
u(1), v(1), w(1), ϑ2(1), S(1), T2(1), Q

∗
2(1),M2(1)

}т
; S — сдвигающая

44 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2015. № 3



сила; T2 — мембранная сила в окружном направлении; Q∗2 — приве-
денная поперечная сила; M2 — интенсивность момента в окружном
направлении; ϑ2 — угол поворота нормали в окружном направлении;

A=L
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,

(18)

B = ρhL















0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0















, (19)

h, l, R — размеры оболочки (см. рис. 1); 1/R2 — кривизна в окруж-
ном направлении деформированной поверхности; L — параметр Ламе
(масштаб). Для идеального кругового цилиндра L = L0 = R = const.

Возмущение масштаба ΔL и кривизны Δ(1/R2) возмущенной по-
верхности формально совпадает с аналогичными параметрами для
кольца [10];

ΔL = ξ;

Δ

(
1

R2

)

= −
1

R2

(

ξ +
d2ξ

dϕ2

)

;

Δ

(
L

R2

)

= −
d2ξ

Rdϕ2
,

(20)

где ξ(ϕ) — отклонение срединной поверхности оболочки от кругового
цилиндра в радиальном направлении (не зависит от осевой координа-
ты, так как возмущенная геометрия тоже цилиндрическая (см. рис. 1)).
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Возмущение собственного значения определяется выражением,
аналогичным выражению (12)

Δλ =

2π∫

0

(vт
0ΔAy0 − λ0v

т
0ΔBy0) dϕ

2π∫

0

vт
0B0y0dϕ

. (21)

Невозмущенное решение λ0,y0 было найдено путем подстановки
вектора

y0 = {u(1)k cos kϕ, v(1)k sin kϕ,w(1)k cos kϕ, ϑ2(1)k sin kϕ, S(1)k sin kϕ,

T2(1)k cos kϕ,Q
∗
2(1)k sin kϕ,M2(1)k cos kϕ}

т

в систему (17), в результате чего вместо системы дифференциальных
уравнений получили задачу на собственные значения для системы ли-
нейных алгебраических уравнений. Несовершенство (радиальное воз-
мущение) задавалось в виде ξ (ϕ) = ξ2k cos 2kϕ, поскольку, как было
показано в работе [10] и других работах, посвященных ВТГ, именно
для гармоники несовершенства с номером 2k расщепление частоты в
первом приближении отлично от нуля. Результаты расчетов для вол-
нового числа k = 2 представлены на рис. 2.

Модуль упругости E = 7,36 ∙ 104 МПа, μ = 0,17, ρ = 2210 кг/м3

(материал — плавленый кварц). Максимальное значение отклонения
радиуса от номинального значения — 0,01 мм.

Согласно зависимостям, приведенным на рис. 2, а, в, д, при варьи-
ровании геометрических параметров цилиндрического резонатора от-
носительное расщепление частоты изменяется очень незначительно.
При этом абсолютное значение расщепления (рад/с) может менять-
ся в широких пределах (см. рис. 2, б, г, д). Объясняется это тем, что
при изменении геометрических параметров расщепление частоты, вы-
званное фиксированным радиальным возмущением формы оболочки,
меняется примерно в той же степени, что и частота собственных ко-
лебаний оболочки с невозмущенной геометрией. В дальнейшем это
наблюдение может упростить исследования в затронутой области.

Заключение. 1. На основе метода возмущений и одномерных
дифференциальных уравнений для цилиндрической оболочки с гра-
ничными условиями Навье построен алгоритм расчета расщепления
собственной частоты цилиндрического резонатора ВТГ.

2. Анализ влияния различных геометрических параметров на зна-
чение расщепления показал, что относительное значение расщепления
очень мало от них зависит. Абсолютное значение расщепления от этих
же параметров может зависеть весьма заметно.
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Рис. 2. Зависимость относительного (а, в, д) и абсолютного (б, г, е) расщепления
частоты от толщины стенки (а, б) (R = 40R = 40R = 40мм, l = 80l = 80l = 80мм), радиуса (в, г) (h = 1h = 1h = 1мм,
l = 80l = 80l = 80мм) и длины (д, е) (h = 1h = 1h = 1мм, R = 40R = 40R = 40мм) цилиндра

3. Построенное решение может использоваться в том числе и в
качестве теста при отладке алгоритма расчета расщепления частот для
резонаторов более сложной формы.
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