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Использование градиентных оптических элементов (ГОЭ) в прак-
тике проектирования оптических систем (ОС) преследует решение
двух основных задач:

— улучшение качества изображения и (или) повышение значений
оптических характеристик без дополнительного усложнения системы
в отношении числа компонентов;

— уменьшение габаритных размеров и массы вследствие уменьше-
ния числа компонентов без потери качества изображения.

При этом современный уровень технологии изготовления ГОЭ с
осевым распределением показателя преломления (ОРПП) обеспечива-
ет возможность серийного производства линз с поперечными разме-
рами до 62мм с высокой степенью точности [1].

Наибольшие перспективы с точки зрения использования дополни-
тельных коррекционных возможностей, предоставляемых ГОЭ, могут
быть связаны с классом изображающих ОС видимого и ближнего ин-
фракрасного диапазонов. Примером такого применения ГОЭ с ОРПП
(в склейке с однородными кроновыми линзами) является выпуск ли-
нейки светосильных (D/f ′ до 1:1,9) объективов с исправленными сфе-
рической и сферохроматической аберрациями [1].

Расчет изображающих ОС в широком спектральном диапазоне
включает в себя обязательные работы, направленные на коррекцию
хроматических аберраций. В связи с этим одной из задач вычисли-
тельной оптики является описание дисперсионных характеристик
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оптических материалов. Данная задача, как правило, решается с ис-
пользованием дисперсионных формул, наиболее распространенными
из которых являются формулы Бухдала, Зельмейера, Коши [2–4]. Пер-
воначально разработанные для однородных оптических материалов
после определенной модификации эти формулы могут использоваться
также и для описания хроматических свойств градиентных оптиче-
ских материалов [5].

В настоящей работе рассмотрены вопросы практического приме-
нения формулы Зельмейера для компьютерного моделирования ОС с
ГОЭ с ОРПП следующего вида:

n(λ, z) =
lmax∑
l=0

nl(λ)z
l, (1)

где nl — коэффициенты ОРПП, зависящие от длины волны λ; z —
координата вдоль оптической оси, определяющая пространственную
зависимость показателя преломления. Актуальность выбора данной
формулы связана с тем, что только с ее помощью можно описывать
дисперсионные свойства материалов с ОРПП в широко распростра-
ненной программе для автоматизированного расчета ОС Zemax (по-
верхность типа Gradient 5) в версиях, начиная с 7.0 [6]. Однако, как
будет указано далее, при этом возникают определенные проблемы.
В связи с этим в работе также рассмотрен альтернативный подход к
описанию дисперсионных свойств ГОЭ с ОРПП в программе Zemax с
использованием интерполяционного многочлена Лагранжа.

Алгоритм определения параметров дисперсионной формулы
методом неопределенных коэффициентов. Используемая в програм-
ме Zemax модифицированная формула Зельмейера [5], описывающая
хроматические характеристики ГОЭ с ОРПП, имеет вид

n2(λ, z) = n2(λref , z) +
3∑
i=1

Ki
(
λ2 − λ2ref

)

λ2 − Li
, (2)

Ki =
Km∑
j=1

Kijn
j−1(λref , zi), (3)

Li =
Lm∑
j=1

Lijn
j−1(λref , zi). (4)

Для определения закона распределения показателя преломления
(РПП) на требуемой длине волны λ пользователю необходимо ввести
в программу Zemax функцию n (λref , z) на опорной длине волны и
наборы констант
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⎡
⎣
K11 K12 ... K1j ... K1Km
K11 K22 ... K2j ... K2Km
K11 K32 ... K3j ... K3Km

⎤
⎦ и

⎡
⎣
L11 L12 ... L1j ... L1Lm
L11 L22 ... L2j ... L2Lm
L11 L32 ... L3j ... L3Lm

⎤
⎦.

Отметим, что в общем случае в уравнении (2) суммирование можно
проводить и при i > 3, это должно обеспечить более точное совпаде-
ние реального закона РПП и интерполирующей его функции. Однако
в программе Zemax введено ограничение i = 3. Таким образом, общее
число констант интерполяционной формулы Зельмейера определяется
выражением 3Km + 3Lm.

При работе с новыми материалами, для которых матрицы не опре-
делены, возникает задача восстановления констант на основе извест-
ных законов ОРПП для ряда дискретных длин волн. Матрицы коэф-
фициентов Kij и Lij формулы Зельмейера могут быть определены
методом неопределенных коэффициентов. Данная задача может быть
сформулирована как задача нахождения параметров интерполяцион-
ной формулы, значения которых точно совпадают со значениями ин-
терполируемой функции двух переменных вида (2) в узловых точках
(λm, zi).

Исходными данными для решения такой задачи являются извест-
ные в пределах рабочей спектральной области функции ОРПП на
опорной λref и дополнительных длинах волн λm, а именно коэффици-
енты ⎡

⎢⎢⎢⎣

n0 (λ1) n1 (λ1) ... nl_max (λ1)
n0 (λ2) n1 (λ2) ... nl_max (λ2)

...
... ...

...
n0 (λm_max) n1 (λm_max) ... nl_max (λm_max)

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Приведем выражение (2) к виду

K1
(
λ2m − λ2ref

)

λ2m − L1
+
K2

(
λ2m − λ2ref

)

λ2m − L2
+
K3

(
λ2m − λ2ref

)

λ2m − L3
=

= n2(λm, z)− n2(λref , z). (5)

В левой части выражения имеем шесть неизвестных (K1, L1,K2,
L2,K3, L3), для нахождения которых необходимо составить шесть
уравнений (5), отличающихся друг от друга значениями λm. Следо-
вательно, дополнительно к закону ОРПП на опорной длине волны
необходимо знать значения коэффициентов функций ОРПП n(λm, z)
на mmax = 6 длинах волн λm.

Правая часть выражения (5) представляет собой разность квадра-
тов функций n(λm, z) на дополнительной и опорной длинах волн и
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зависит от координаты z. Придавая координате z числовые значения
(z1, z2 и т.д.) и решая систему из шести уравнений вида (5) относи-
тельно K1, L1,K2, L2,K3, L3, получаем набор коэффициентов, кото-
рый можно представить в виде матриц⎡

⎢⎢⎢⎣

Kz11 Kz12 Kz13
Kz21 Kz22 Kz23
...

...
...

KzKm1 KzKm2 KzKm3

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣

Lz11 Lz12 Lz13
Lz21 Lz22 Lz23
...

...
...

LzLm1 LzLm2 LzLm3

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (6)

Число точек z напрямую связано с числом коэффициентов Kij ,
Lij в формулах (3) и (4) и, следовательно, определяет точность дис-
персионной модели, поскольку в этих точках реальный закон ОРПП
градиентного оптического материала на длинах волн λm будет точно
совпадать со значениями ОРПП по формуле Зельмейера.

Коэффициенты Kij , Lij рассчитывают, решая систему линейных
неоднородных уравнений методами линейной алгебры:

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 ... n (λref , z1)
Km−1

1 ... n (λref , z2)
Km−1

... ...
...

1 ... n (λref , zKm)
Km−1

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎣
K11 K22 ... K1Km
K21 K22 ... K2Km
K31 K32 ... K3Km

⎤
⎦
т

=

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

Kz11 Kz12 Kz13
Kz21 Kz22 Kz23
...

...
...

KzKm1 KzKm2 KzKm3

⎤
⎥⎥⎥⎦ ; (7)

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 ... n (λref , z1)
Lm−1

1 ... n (λref , z2)
Lm−1

... ...
...

1 ... n (λref , zLm)
Lm−1

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎣
L11 L22 ... L1Lm
L21 L22 ... L2Lm
L31 L32 ... L3Lm

⎤
⎦
т

=

=

⎡
⎢⎢⎢⎣

Lz11 Lz12 Lz13
Lz21 Lz22 Lz23
...

...
...

LzLm1 LzLm2 LzLm3

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (8)

Найденные коэффициенты Kij , Lij при известной функции ОРПП
на опорной длине волны позволяют построить дисперсионную фор-
мулу Зельмейера вида (2)–(4).

Важная особенность дисперсионной формулы Зельмейера за-
ключается в том, что она является дробно-рациональной функцией
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и при λ2m − Li → 0 (см. (2)) хотя бы в одном слагаемом показатель
преломления ГОЭ стремится к бесконечности; при этом в законе
ОРПП появляется разрыв, что с физической точки зрения неверно.

Рассмотрим данный вопрос на примере конкретного градиентного
оптического материала с линейным ОРПП (n(λ, z) = n0(λ) + n1(λ)z.

В табл. 1 приведены известные коэффициенты РПП данного мате-
риала на различных длинах волн [7], которые были использованы для
построения дисперсионной формулы Зельмейера.

Таблица 1
Значения коэффициентов РПП

λ, мкм n0, мм−1 n1, мм−1

0,43584 1,63312 0,02592

0,48613 1,63000 0,02537

0,50000 1,62632 0,02525

0,54607 1,62287 0,02492

0,58756 (опорная) 1,62041 0,02470

0,62000 1,61880 0,02456

0,65628 1,61727 0,02442

Область допустимой градиентной зоны данного материала ограни-
чена диапазоном значений z = 0 . . . 10мм.

Формула Зельмейера, построенная для рассматриваемого матери-
ала по трем точкам z = (1, 5; 6; 10)мм (точки находятся в пределах
градиентной зоны) для опорной длины волны 0,58756мкм, имеет сле-
дующие матрицы коэффициентов:

Kij =

⎡
⎣
2, 582657 −2, 838943 0, 779677
−0, 002417 0, 002786 −0, 000803
0, 294027 −0, 176062 −0, 020219

⎤
⎦ ,

Lij =

⎡
⎣
256, 497805 −281, 169044 77, 141020
10, 902187 −11, 709191 3, 231445
0, 284103 −0, 313346 0, 090740

⎤
⎦ .

В этом случае показатель преломления ГОЭ обращается в бес-
конечность на длине волны 0,55мкм при следующих значениях z:
5,80637; 7,69788; 8,66036; 9,68731; 0,4·109; – 0,4·109 и – 67,94152мм.
Первые четыре значения z попадают в диапазон градиентной зоны рас-
сматриваемого материала. При использовании программы Zemax это
приводит к неправильному вычислению значений показателя прелом-
ления и неточному аберрационному расчету, что выделено штриховой
линией на рисунке.
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График функции ОРПП ГОЭ в программе Zemax для λ = 0,55мкм

Устранить подобные явления можно двумя путями.
Во-первых, это уменьшение числа коэффициентов Lij . Так, для

рассматриваемого ГОЭ матрица коэффициентов Lij , рассчитанная в
узловых точках 1,5 мм и 10мм, имеет вид

Lij =

⎡
⎣
17, 733937 −9, 256824
0, 900346 −0, 318763
0, 003249 0, 006501

⎤
⎦ .

При неизменной матрице Kij показатель преломления ГОЭ, рас-
считанный по полученной интерполяционной формуле, будет обра-
щаться в бесконечность на длине волны 0,55мкм при координате z,
равной 10,328341; 10,634796; 1798,101405; 0,2·109; – 0,2·109 мм. Та-
кие значения z находятся за пределами рассматриваемого диапазона
градиентного изменения показателя преломления.

Во-вторых, это можно сделать подбором определенных значений
узловых точек, т.е. изменением значений z, в которых показатель пре-
ломления становится равным бесконечности. Если увеличить рассто-
яние между узловыми точками, выйдя за предел градиентной зоны
(в рассматриваемом примере z принимает значения 1; 15; 25 мм), то
можно получить обращение показателя преломления в бесконечность
на длине волны 0,55мкм при координате z, равной 18,19697; 20,42113;
0,4·109; – 0,4·109. Данные значения лежат за пределами градиентной
зоны и при изменении z от 0 до 10мм не искажают ОРПП. В этом
случае матрицы коэффициентов формулы Зельмейера будут иметь вид

Kij =

⎡
⎣
0, 054749 −0, 051635 0, 012111
−0, 002587 0, 002889 −0, 000812
0, 039561 0, 105726 −0, 098069

⎤
⎦ ,
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Lij =

⎡
⎣
5, 979693 −5, 206182 1, 212844
3, 393785 −2, 948314 0, 702868
−0, 046992 0, 052783 −0, 010347

⎤
⎦ .

Также рассматривался вопрос об устранении разрывов на этапе
определения коэффициентов формулы Зельмейера путем введения в
знаменатель формулы (2) небольших добавок. Однако при этом не
удалось решить уравнения (5) и определить K1, L1,K2, L2,K3, L3. ни
аналитическими, ни численными методами решения систем нелиней-
ных уравнений.

Описание дисперсионных свойств ГОЭ с ОРПП. В качестве аль-
тернативы, лишенной недостатков, присущих дисперсионной модели
Зельмейера, может быть использован интерполяционный многочлен
Лагранжа, который для описания дисперсионных свойств ГОЭ с ОРПП
принимает вид

n(λ, z) =
N∑
i=1

n(λi, z)
∏
j �=i

λ− λj

λi − λj
, (9)

где n(λi, z) — известные законы ОРПП вида (1) на известных длинах
волн λi; N — число узлов интерполяции.

Программа Zemax во всех своих стандартных версиях не обес-
печивает возможности использования интерполяционного многочлена
Лагранжа для описания дисперсионных свойств ГОЭ с ОРПП. Одна-
ко в программе есть инструмент User Defined Surface [5], с помощью
которого пользователь может создавать свои собственные оптические
элементы (ОЭ) всевозможных типов. Для этого необходимо в отдель-
ном текстовом файле на языке программирования С++ описать свой-
ства требующегося ОЭ (название, наличие радиальной симметрии,
градиента показателя преломления, описание стрелки поверхности,
преломления лучей в параксиальной и реальной областях, закон РПП
и его производные по пространственным координатам). Данный файл
компилируется в библиотеку DLL и динамически связывается с про-
граммой Zemax.

Таким образом, была создана библиотека, которая позволяет опи-
сывать дисперсионные свойства ГОЭ с линейным и квадратичным
ОРПП по 2–5 длинам волн. Программный код представлен в работе
[8].

Оценка погрешности интерполяционных формул. Погрешно-
сти формулы Зельмейера и интерполяционного многочлена Лагранжа
оценивались по среднеквадратической погрешности δnСКО и макси-
мальной абсолютной погрешности Δnmax на основе сравнения истин-
ных значений показателей преломления и полученных в результате ин-
терполяции. Интерполяционные формулы строились на основе ГОС,
законы РПП для дискретных длин волн которой приведены в табл. 1.
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Таблица 2
Результаты оценки погрешности формулы Зельмейера

Интерполиру-
ющая функция

λ1 = 0, 48613мкм λ2 = 0,55000мкм λ3 = 0,65628мкм

Δnmax δnСКО Δnmax δnСКО Δnmax δnСКО

Первая 0,86·10−3 0,33·10−3 0,64·10−3 0,57·10−3 -0,21·10−3 0,98·10−4
Вторая 0,71·10−4 0,41·10−4 0,46·10−4 0,20·10−4 – 0,24·10−4 0,12·10−4
Третья – 0,26·10−4 0,20·10−4 – 0,38·10−4 0,27·10−4 0,10·10−3 0,79·10−4

В табл. 2 представлены данные, позволяющие оценить погреш-
ность формулы Зельмейера для трех интерполирующих функций, по-
строенных на основе семи законов РПП для дискретных длин волн.

1. Число констант: 3Km + 3Lm = (9 + 9), узловые точки в пре-
делах допустимой градиентной зоны: z1 = 1,5мм, z2 = 6мм,
z3 = 10мм.

2. Число констант: 3Km+3Lm = (9+6), узловые точки в пределах
допустимой градиентной зоны: z1 = 1,5мм, z2 = 10мм.

3. Число констант: 3Km + 3Lm = (9 + 9), узловые точки за пре-
делами допустимой градиентной зоны: z1 = 1мм, z2 = 15мм,
z3 = 25мм.

Для первой интерполирующей функции при расчете погрешностей
исключались точки, в которых показатель преломления равнялся бес-
конечности.

Из данных табл. 2 следует, что третья интерполирующая функ-
ция имеет наилучшую точность воспроизведения истинного закона
РПП. Несколько меньшую точность обеспечивает вторая функция.
При λ = 0,55000мкм среднеквадратические погрешности второй и
третьей функций практически равны. Наибольшее преимущество тре-
тьей функции над второй функцией достигается при λ = 0,65628мкм.
Первая функция достаточно точно интерполирует истинный закон
РПП, за исключением точек, находящихся вблизи зон, в которых по-
казатель преломления стремится к бесконечности.

В целом среднеквадратические погрешности всех функций не пре-
вышают 0,57·10−3, максимальные абсолютные погрешности по моду-
лю 0,86·10−3.

Из способов, позволяющих устранить точки, в которых показатель
преломления обращается в бесконечность, более предпочтительным,
с точки зрения точности интерполяции можно считать второй. Одна-
ко первый способ, связанный с уменьшением числа коэффициентов
Lij , позволяет снизить число расчетов, необходимых для определения
показателя преломления, незначительно уступая в точности интерпо-
ляции.
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Погрешности интерполяции закона РПП ГОС (см. табл. 1), по-
строенного с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа по
трем законам РПП на дискретных длинах волн (0,43584, 0,54607 и
0,65628мкм), оценивались для двух длин волн (0,48613 и 0,58756мкм).
При этом максимальная абсолютная погрешность по модулю не пре-
вышает 0,96·10−3, среднеквадратическая погрешность — 0,52·10−3. Та-
ким образом многочлен Лагранжа, построенный по трем законам РПП,
обеспечивает точность интерполяции того же порядка, что и формула
Зельмейера, построенная по семи законам РПП.

Заключение. Рассмотрены практические вопросы описания диспе-
рсионных свойств ГОЭ с ОРПП в программе для компьютерного мо-
делирования ОС Zemax. Показано, что встроенный в стандартные вер-
сии инструмент, а именно дисперсионная формула Зельмейера, имеет
недостаток, связанный с тем, что в основе ее математического описа-
ния лежит рациональная функция двух переменных. При интерполя-
ции ОРПП данной дисперсионной формулой с использованием метода
неопределенных коэффициентов возникают точки разрывов, которые
программа Zemax обрабатывает некорректно. Предложен альтернатив-
ный вариант описания дисперсионных свойств на основе интерполя-
ционного многочлена Лагранжа, лишенного недостатков, присущих
дисперсионной модели Зельмейера.
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