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Рассмотрены возможности применения теории устойчивости, разработанной
ранее для задач дискретной оптимизации, в двух типах прикладных проблем,
возникающих в задачах моделирования сетей. Моделируется процесс P , проис-
ходящий во времени и имеющий несколько компонент K1, . . . ,Ks, математи-
ческие модели которых представлены оптимизационными задачами, задачами
параметрического программирования или задачами вычислительной геометрии
Z1, . . . , Zs. Возникает практический вопрос о соотношении модели и реального
процесса. Применение теории устойчивости в математическом моделирова-
нии связано с тем, что она позволяет увязать “единообразными” формулами и
алгоритмами различные компоненты процесса и за счет этого более аргумен-
тированно указывать “узкие места” модели. При исследовании свойств гео-
метрических конфигураций предлагаемый подход дает возможность выявить
“критические” ситуации. Используя возможность параметризации исходных
данных, можно представить их функциями времени. Это позволяет рассма-
тривать при определенных условиях модели некоторых процессов, а затем
на основе такого рассмотрения делать эвристические выводы об адекватно-
сти модели моделируемому процессу. Описана общая схема постановки задачи
исследования устойчивости, показано применение такой схемы и приведены
примеры, иллюстрирующие это применение.
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The article discusses application of the theory of stability, previously developed
for solving discrete optimization problems. The theory allows considering two
types of the applied problems arising during a networks modelling. The modelled
process P occurs in time and has several components K1, . . . ,Ks. Its mathematical
models are presented as optimization problems, parametric programming problems
or computational geometry problems Z1, . . . , Zs. A practical question arises if
there is any relationship between the model and real process. The theory of stability is
used in mathematical modelling because it allows linking various components of the
process with the help of “uniform” formulae, algorithms and convincingly indicating
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“bottlenecks” of the model. While analyzing properties of the geometric
configurations, the proposed approach allows identifying the “critical” situations.
By virtue of parameterization, the input data can be presented as time functions. This
allows considering the models of some processes under certain conditions as well as
drawing heuristic conclusions about the compatibility of the model with the simulated
process. The article describes a general scheme of analyzing the stability analysis
problem. It shows the application of this scheme and gives examples illustrating its
application.

Keywords: discrete optimization problems, theory of stability, radius of stability,
mathematical modelling, computational geometry, parametric programming.

Введение. Предложенная схема исследования устойчивости про-
ста и естественна. Имеется задача Z, входные параметры которой
e1, . . . , em характеризуются наборами чисел. Под решением задачи по-
нимается поиск некоторого объекта τ (или совокупности объектов)
из конечного или бесконечного множества. Этот объект — решение
задачи. Если множество чисел, которыми характеризуются входные
параметры задачи Z, могут представлять точками метрического про-
странства, то на множестве задач может быть введена некоторая функ-
ция близости rij = r(Zi, Zj). При определенных ограничениях на тип
пространства и свойства нормы может оказаться, что объект, являю-
щийся решением конкретной задачи, сохраняется в качестве решения
и для всех задач из некоторой ее ненулевой окрестности в метри-
ческом пространстве. Подобное сохранение может интерпретировать-
ся как устойчивость решения, а несуществование такой ненулевой
окрестности может интерпретироваться как его неустойчивость. Ко-
личественную характеристику рассматриваемой окрестности можно
назвать “радиусом устойчивости”.

Исследование устойчивости решений задач обычно преследует
следующие цели.

1. Получение формул для радиуса устойчивости. Содержательные
результаты находятся как для конкретных задач, так и для классов
задач, которые характеризуются общими требованиями к свойствам
решений. Рассматривались оптимизационные задачи с различного ви-
да функционалами (задачи на максимум или минимум, задачи на “уз-
кие места”, а также нетипичные “вырожденные случаи”), и задачи не
являющиеся оптимизационными. Тип возмущений исходных данных
задается через вид нормы (метрики) в пространстве. Естественную
практическую интерпретацию имеет чебышевская метрика (возмуще-
ния параметров независимы друг от друга), а также метрика l1. Однако
с позиции теории исследовались широкие классы метрик.

2. Построение алгоритмов вычисления радиуса устойчивости.
Практический интерес представляет не сама формула для радиуса
устойчивости, а способ и трудоемкость ее вычисления. При этом
напрашивается вопрос о сравнении трудоемкости алгоритма реше-
ния самой задачи и определения радиуса ее устойчивости. Такие
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исследования были проведены для широкого класса задач дискретной
оптимизации.

3. Качественные исследования свойств задач дискретной опти-
мизации. В ряде случаев результаты теории устойчивости могут быть
использованы для решения обратных задач, для табулирования ре-
шений множества задач, а также в задачах защиты информации и
робототехники.

4. Решение прикладных задач. Результаты теории устойчивости по-
зволяют, например, разработать методы защиты информации, строить
новые математические модели, в том числе и за счет параметризации
исходных данных, получать эвристические критерии оценки качества
моделей и т.д.

Последняя цель и является целью настоящей работы. В математи-
ческом моделировании возникают одновременно несколько различных
постановок задач, совокупность которых может быть единообразно
интерпретирована и проанализирована с позиции теории устойчиво-
сти.

Элементы теории устойчивости. Изначально такой подход пред-
лагался для задач дискретной оптимизации, но оказалось, что его так-
же можно применить к задачам параметрического программирования,
вычислительной геометрии и математического моделирования. Пока-
жем на конкретных примерах тесную связь полученных результатов.

В простейшем виде схема выглядит так. Пусть E = {e1, . . . , em} —
некоторое множество,Dm = {t1, . . . , tq}, q > 1— система подмножеств
множества E, называемых траекториями.

Элементам множества E приписаны веса w(e1) = a1, . . . , w(em) =
= am. Пусть вектор A = (a1, . . . , am), берется из пространства <m.
На каждой траектории определяется функционал τ(A) — длина траек-
тории при взвешивании вектора A. Например, линейный функционал
τ(A) =

∑

ei∈τ

ai, или функционал задачи на “узкие места” τ(A) = max
ei∈τ
ai.

Под задачей понимается тройка (E,Dm,A) с определенным на
ней типом функционала. Пара (E,Dm) определяет “комбинаторику”
задачи. В связи с этим, если эта пара и функционал фиксированы, а ва-
рьируется лишь вектор A = (a1, . . . , am) в пространстве <m (конфигу-
рационном пространстве), то получающуюся индивидуальную задачу
будем обозначать как PrA.

Решениями задачи называются траектории, доставляющие экстре-
мум (например, минимум) функционалу (оптимальные траектории).

Множество номеров оптимальных траекторий задачи при взвеши-
вании вектора А обозначим через ϕ(A), длину оптимальной траекто-
рии — m(A), открытый шар в пространстве <m с центром в векторе
A и радиусом Δ — SΔ(A).
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Пусть R0 = {A : A ∈ <m, |ϕ(A)| = q} и в пространстве <m

задана норма. Назовем задачу PrA ε-устойчивой, если для любого
B ∈ <m, ‖B‖ < ε, выполняется условие ϕ(A + B) ⊆ ϕ(A). Радиус
устойчивости задачи PrA, A ∈ R0, полагаем по определению равным
нулю, в противном случае радиусом устойчивости назовем sup ε, где
супремум берется по всем ε, для которых радиус PrA является ε-
устойчивым.

Обозначим радиус устойчивости задачи PrA через ρ(A). Вектор B
будем называть возмущающим вектором, или возмущением.

Обоснование, подробный анализ введенных определений, а также
исследование устойчивости многих известных оптимизационных за-
дач как с линейным, так и с минимаксным функционалом при различ-
ных типах норм в пространстве <m можно найти, например, в работах
[1–5]. Таким образом, радиус устойчивости задает предел возмущений
элементов весового вектора задачи PrA, при которых не расширяется
множество оптимальных решений.

Оказалось, что кроме задач дискретной оптимизации в описанную
выше схему укладываются многие задачи вычислительной геометрии,
а методика исследования устойчивости имеет содержательные и прак-
тически значимые последствия. Примеры этого подхода можно найти
в работах [6–8]. Допустимые решения задачи — некоторые геометри-
ческие объекты в некотором пространстве (пространство задачи). Эти
объекты и будут траекториями Dm = {τ1, . . . , τq}, q > 1. В индивиду-
альной задаче они описываются числовыми характеристиками через
координаты точек E = {e1, . . . , em} пространства задачи. Значения
указанных координат A = (a1, . . . , am) могут подвергаться возмуще-
нию. Под решением задачи понимается объект с определенными свой-
ствами. Если можно ввести понятие эквивалентности объектов и неко-
торую норму в конфигурационном пространстве, то возникает аналог
шара устойчивости, внутри которого решения задачи эквивалентны.

Следует отметить, что геометрия исходного пространства самой
задачи вычислительной геометрии и норма конфигурационного про-
странства различны. Кроме того, связь между траекториями и эле-
ментами E = {e1, . . . , em} не прямая, а опосредованная структурой
исходных данных.

Согласно изложенному, наблюдается единообразие подходов к
оценке устойчивости в оптимизационных и геометрических задачах.
Пусть элементы вектора A зависят от параметра A(t) = (a1(t), . . .
. . . , am(t)). Здесь норма конфигурационного пространства уже роли
не играет, а “близость” задач определяется близостью значений пара-
метра. Устойчивость задачи предполагает сохранение комбинаторики
ее решений при незначительных изменениях параметра. Для задачи
линейного программирования такая постановка является классиче-
ской, а методы решения параметрической задачи хорошо известны.
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Для задач комбинаторной оптимизации она была предложена в рабо-
тах [5, 9].

Определение. Параметрическая задача называется конечнознач-
ной на [a, b], если существует такой набор интервалов (ti, ti+1),

i = 1, . . . , N − 1, что [a, b] = {a} ∪ {b}
N⋃

i=1

{ti}
N−1⋃

i=1

(ti, ti+1), и реше-

ние любой задачи в точке t ∈ (ti, ti+1) является ее решением на всем
интервале (ti, ti+1), i = 1, . . . , N − 1.

Интервалы в этом определении представляют собой аналоги обла-
стей устойчивости, а размер интервала — аналог радиуса устойчиво-
сти. В работе [9] проведен подробный анализ параметрических задач
оптимизации и получен критерий конечнозначности.

Пусть ϕij(t) = τi(A(t))− τj(A(t)), i, j = 1, . . . , q. Множество этих
функций обозначим как Φ. Знак функции — это знаки “+”, “–” или “0”.
Точка t0 называется точкой перемены знака функции, если для любого
ε > 0 в любой ε-окрестности точки найдется точка t1 такая, что знаки
функции в этих точках разные.

Очевидно, что для задачи линейного программирования конечно-
значность обеспечивается. В работе [9] показано, что и для полиноми-
альной зависимости от параметра можно доказать конечнозначность
в случае линейного функционала и функционала на “узкие места”.
Получен ряд других достаточных условий конечнозначности, но они
имеют весьма специфический характер. Однако в случае этих функци-
оналов до сих пор неизвестен критерий (необходимое и достаточное
условие) конечнозначности, который бы формулировался только на
базе аналитических свойств функций A(t). Приведем пример указан-
ного общего критерия, в котором необходимо учитывать структуру
множества траекторий задачи.

Содержательный смысл критерия состоит в возможности исключе-
ния из рассмотрения некоторого подмножества траекторий в окрест-
ности некоторых точек на интервале [a, b]. Этими точками являются
“точки сгущения точек перемен знака”, точки в полуокрестности ко-
торых некоторая функция ϕij(t) меняет знак бесконечное число раз.
Если удается установить, что в этой окрестности ни одна из траек-
торий τi(A(t)), τj(A(t)) не может быть оптимальной, то получается
необходимое и достаточное условие конечнозначности задачи. Конеч-
нозначность дает возможность вместо решения задачи во всех точках
[a, b] ограничиться ее решением в конечном числе точек этого интер-
вала.

Применение исследования устойчивости в математическом
моделировании. Рассмотрим следующую ситуацию: моделируется
процесс P , происходящий во времени и имеющий несколько компо-
нент K1, . . . , Ks, математические модели которых представлены опти-
мизационными задачами или задачами вычислительной геометрии
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Z1, . . . , Zs. Возникает практический вопрос о соотношении модели и
реального процесса.

Использование теории устойчивости в математическом моделиро-
вании связано с тем, что она позволяет увязать “единообразными”
формулами и алгоритмами различные компоненты процесса и за счет
этого более аргументированно указывать “узкие места” модели.

Рассмотрим некоторые результаты, которые приведены в виде те-
орем в работах [1–7, 9, 10], либо являются прямыми следствиями
утверждений, полученных в перечисленных работах.

Утверждение 1. Если норма возмущающего вектора ‖B‖ не мень-
ше радиуса устойчивости, а ошибка в исходных данных может быть
не меньше ‖B‖, то решать оптимизационную задачу или задачу вычи-
слительной геометрии бессмысленно, т.е. в реальности оптимальным
может быть любое допустимое решение.

Утверждение 2. Для любой массовой дискретной оптимизацион-
ной задачи, которая укладывается в предложенную выше постановку
можно показать, что “почти все” индивидуальные задачи имеют един-
ственную оптимальную траекторию, поэтому необходимость рассмо-
трения всего множества ϕ(A), которая присутствует в формулах и
алгоритмах для радиуса устойчивости, не является большим препят-
ствием с алгоритмической точки зрения. Для некоторых задач в явном
виде получены оценки вероятности единственности решения [11].

Утверждение 3. Теоретически пространство задач может быть
покрыто шарами устойчивости. Однако мощность такого покрытия
(двойная экспонента размерности задачи) делает его практически
непригодным. В то же время определенный практический интерес
представляет гибридный алгоритм, когда наряду с решением задачи
находится и ее радиус устойчивости. Это позволяет автоматически по-
лучать решения континуума задач из шара устойчивости исходной за-
дачи. Как показали численные эксперименты с задачей коммивояжера,
для “реальных” матриц это работает, а для случайных малоинтересно,
что понятно в свете следующего утверждения.

Утверждение 4. Если анализировать ситуацию со значением ра-
диуса устойчивости с вероятностной точки зрения, то радиус устой-
чивости “почти всегда” положителен, т.е. задача устойчива. Однако
значение его, по-видимому, почти всегда мало в сравнении с мини-
мальным значением веса параметра задачи.

Утверждение 5. В случае полиномиальной зависимости от пара-
метра задача является конечнозначной. Однако никакие ограничения
на гладкость функций a(t) не гарантируют конечнозначности. Конеч-
нозначность зависит не только от свойств самих функций a(t), но и от
комбинаторики задачи, т.е. структуры множества Dm = {t1, . . . , tq}.

66 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2015. № 5



Результаты теории устойчивости применялись для решения ряда
прикладных задач, в частности в робототехнике [8], защите инфор-
мации [10] и телекоммуникациях [12]. Подробнее остановимся на по-
следнем случае, который позволяет эффективно применить аппарат
исследования устойчивости.

Задача моделирования сетей возникает как при проектировании се-
тей связи и компьютерных сетей, так и при обосновании вариантов их
модернизации. При этом моделирование осуществляется либо “вруч-
ную” путем соотнесения параметров каналов связи, характеристик се-
тевых устройств и потребностей пользователей сети, либо с помощью
коммерческого специализированного программного обеспечения, ко-
торое позволяет моделировать сетевые и вычислительные устройства,
каналы связи, а также динамические сценарии нагрузок на сеть.

В процессе моделирования в качестве подзадач возникают опти-
мизационные задачи на графах при моделировании структуры сети,
потоковые задачи при моделировании функций маршрутизации и ди-
намических нагрузок. Кроме того, как показано в работе [12], к общей
схеме оптимизационной задачи может быть сведена модель сети в це-
лом. Модель представляет собой множество параметрических (завися-
щих от времени) задач на “узкие места” Zk = (E,Dm,A)k, в которых
экстремумы решений τk(t,A) = wk соответствуют пиковым нагрузкам
на сеть. Возникновение таких нагрузок приводит либо к “падению”
сети, либо к непредсказуемым последствиям в ее работе. Такой подход
позволяет получить критерий адекватности проекта сети ее задачам.

Критерий. Пусть Δ — некоторая константа. Если экстремумы ре-
шений τk(t,A) упомянутых выше задач на “узкие места” отличаются
от пиковых значений менее чем на Δ (минимумы — в большую сто-
рону, а максимумы — в меньшую), то спроектированная сеть будет
работать непредсказуемо. Здесь Δ — результат исследования устойчи-
вости используемых в модели задач.

Это эвристический критерий, так как искусство моделирования не
поддается формализации. На первый взгляд, он выглядит достаточно
тривиально, но при его выводе использованы многие приведенные вы-
ше результаты теории устойчивости и выявлены “подводные камни”
процесса моделирования. Математические формулировки этих “под-
водных камней” представлены в работе [12], а здесь приведем прак-
тический смысл ряда утверждений.

Отметим, что эти утверждения относятся не к любой наперед за-
данной сети и ее модели (т.е. не к некоторой индивидуальной опти-
мизационной задаче, используемой в модели, а предполагают возмож-
ность решения массовой задачи).

Обозначим через A множество технических характеристик сети
(устройств и каналов), участвующих в модели (ε-возмущением харак-
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теристики сети назовем возмущение элемента A, например, увели-
чение пропускной способности канала, производительности сетевого
устройства и т.п.) Под заданием S будем понимать задание исходных
данных нагрузок на сеть в некоторый промежуток времени, а под
сценарием Z — снятие ее характеристик в процессе работы в данное
время. Именно с последним связаны решения оптимизационных задач
в модели сети.

Утверждение 6. Пусть фиксировано Δ > 0. Существует пара S, Z
такая, что для любого ε > 0 найдется такое ε-возмущение вектора
A, что множество “узких мест” исходного сценария было пустым для
любого t, а множество “узких мест” возмущенного сценария пустым
не будет. При этом это изменение касается не отдельного момента
времени, а некоторого промежутка.

Утверждение 7. Пусть фиксировано Δ > 0. Существует пара S, Z
такая, что для любого ε > 0 найдется такое ε-возмущение вектора
A, что множество узких мест исходного сценария не содержится в
множестве узких мест возмущенного, т.е. очевидное локальное улуч-
шение сети со сложной топологией и разнородными устройствами
может привести к ее глобальному ухудшению.

Утверждение 8. Длина траектории τk(t,A) как функция времени
может быть разрывной функцией.

Поясним, каким образом приведенные утверждения приводят к
сформулированному выше критерию. Структурные параметры сети
можно полагать точно заданными. Задания же (нагрузки на сеть) есте-
ственно моделировать функциями, зависящими от параметра (време-
ни). Это приводит к возникновению внутри модели параметрических
задач. Топология сети также может меняться. Подобные изменения
можно моделировать путем вариации переменных в геометрических
задачах. Наличие алгоритмов решения оптимизационных задач, на-
пример, алгоритмов маршрутизации, приводит к появлению неточно
заданных исходных данных (время доставки пакета между вершина-
ми, загруженность буферов и т.п.).

При этом в модели сети результат работы одной ее части — это
входные данные для алгоритма, моделирующего другую часть сети.
Если полученное решение неустойчиво, то из утверждения 1 для опти-
мизационных задач следует, что решением может быть любая допу-
стимая траектория. Если это решение поступает на вход следующего
элемента модели, представленного параметрической задачей, то задача
будет решаться в условиях полной неопределенности входных данных,
так как по истечении сколь угодно малого промежутка времени Δt, на
ее вход поступит любое другое допустимое решение предыдущей за-
дачи.

В этом случае описать аналитически зависимость A(t), как пра-
вило, невозможно (попытка это сделать может привести к появлению
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функций с разрывами второго рода), поэтому согласно утверждению 5,
теоретически ни о какой конечнозначности утверждать нельзя. В мо-
дели время дискретно, а промежуток [a, b] конечен, в связи с этим слу-
чай отсутствия конечнозначности смоделировать формально нельзя,
но его моделью естественно считать ситуацию, когда число перемен
знака “сравнимо” с числом тактов времени, на которые разбивает-
ся промежуток [a, b]. Таким образом, сколь угодно малое изменение
одного параметра задачи может привести к скачку значения другого
параметра. При этом в сети эти параметры могут описывать каналы,
устройства или задания, никак не связанные между собой с приклад-
ной или содержательной точки зрения.

Приведены только самые серьезные опасения эффективности мо-
делирования сетевых процессов с позиции теории устойчивости. Ко-
нечно, для простых сетей никакая теория устойчивости не нужна. То
же самое можно утверждать для сетей, построенных с большим запа-
сом. Здесь вместо значений радиуса устойчивости достаточно исполь-
зовать его простые оценки. Если параметр Δ в них укладывается, то
это дает возможность сделать эвристический вывод о благополучной
эксплуатации сети.

Однако в сетях со сложной топологией и большим числом уст-
ройств необходимо быть очень осторожным при выборе стратегий ре-
конструкции или модернизации. Следует понимать, что все они носят
исключительно эвристический характер, т.е. любой довод “за” теоре-
тически может быть разрушен путем построения “контрпримера”.

При изменении топологии сети необходимо уметь оценивать “кри-
тичность” этих изменений. Здесь также помогает теория устойчи-
вости. Другими словами, геометрические конфигурации могут быть
устойчивыми и неустойчивыми. Первые еще могут позволить измене-
ния, а вторые — рассматриваться как “критические”.

Применение теории устойчивости к исследованиям геометри-
ческих конфигураций. Рассмотрим математическую модель сети мо-
бильного оператора в условиях, когда некоторое число точек доступа
может быть разрушено (временно или постоянно). В рамках этой мате-
матической модели может быть использована задача отнесения поль-
зователя к зоне той или иной точки доступа. Она возникает в модели
наряду с другими задачами. Если выбирается простейший геометри-
ческий критерий близости пользователя к точке доступа, то получаем
классическую задачу вычислительной геометрии — построение диа-
граммы Вороного. Здесь области Дирихле и будут определять правила
доступа.

Задача построения диаграммы Вороного (ДВ) состоит в нахо-
ждении для заданного конечного набора точек (терминалов) Р =
= {p1, . . . , pn} в d-мерном метрическом пространстве Ud (простран-
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стве задачи) областей близости P1, . . . , Pn (Pi ⊂ Ud), т.е. таких мно-
жеств, что расстояние от любой точки t ⊂ Рi до точки pi, не превосхо-
дит расстояния от t до pj , j 6= i. В общем виде можно принять, что на
пространстве Ud задана положительно-определенная дистанционная
функция dist ( ∙ ). В частности, можно, например, полагать, что метрика
индуцируется произвольной нормой в пространстве Ud, и тогда соот-
ветствующая дистанционная функция будет симметрична. Отметим,
в частности, что на плоскости для любой метрики lq, q = 1, 2, . . . ,∞,
задача решается за время O(n log n).

Обозначим ДВ конфигурации терминальных точек Р = {р1, . . . , рn}
через D(P ). Рассмотрим гиперграф Н (Р), вершинами которого явля-
ются области близости P1, . . . , Pn, а ребрами — те семейства областей
близости, пересечение которых не пусто, а также пустое множество.
Тем самым гиперграф пересечений Н (Р) — гиперграф пересечений
(нерв) семейства множеств и является, по определению, симплици-
альным комплексом.

Определение 1. Диаграммы Вороного, которым соответствуют
одинаковые комплексы, называются эквивалентными. Использование
этой задачи в описанной выше модели сети мобильного оператора
требует дополнительных уточнений возможных целей.

Цель 1. Корректно построить алгоритм отнесения пользователя к
точке доступа. Ведь может оказаться так, что при любом сколь угод-
но малом изменении координат пользователя возникает неопределен-
ность в выборе такой точки.

Цель 2. Необходимо предусмотреть в упомянутом алгоритме воз-
можность выхода из строя любой точки доступа.

Достижение цели 1 может быть обеспечено использованием тео-
рии устойчивости. Сначала определяется факт устойчивости. Для не-
устойчивых конфигураций вводятся дополнительные правила с учетом
координат пользователя. В двух приведенных ниже утверждениях при-
веден пример исследования устойчивости. При этом дополнительные
правила следуют из смысла вводимых ниже параметров.

Пусть близость конфигураций в конфигурационном пространстве
Rd×n задается некоторой нормой. Как было отмечено выше, в общем
случае эта норма никак не связана с дистанционной функцией в ис-
ходном пространстве.

Определение 2. Диаграмма Вороного конфигурации терминалов
Р называется устойчивой, если эквивалентны ДВ всех конфигура-
ций в некоторой окрестности конфигурации Р в конфигурационном
пространстве. Диаграмма Вороного, которая не является устойчивой,
называется неустойчивой.

Полагается, что устойчивой диаграмме соответствует устойчивая
конфигурация (устойчивое множество терминалов Р ), а неустойчивой
диаграмме — неустойчивая.
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Определение 3. Радиусом устойчивости ДВ конфигурации Р на-
зывается точная нижняя грань расстояний в конфигурационном про-
странстве от конфигурации Р до неустойчивых конфигураций. Таким
образом, радиус устойчивости неустойчивой диаграммы равен нулю.

Исчерпывающее исследование устойчивости проведено в рабо-
те [7]. Для наглядности ограничимся случаем обычной евклидовой
плоскости. Аналогичное рассмотрение легко провести для любой фик-
сированной нормы метрики lq, q = 1, 2, . . . ,∞. Координаты терми-
нальной точки pi обозначим через (хi, уi). Оценим возмущения в аб-
солютной (чебышëвской) норме, т.е. расстояния в конфигурационном
пространстве измеряются в норме l∞.

Пусть n > 2. Обозначим расстояние в абсолютной норме от точки
а до множества М плоскости через ρ(а,М ). Введем три параметра.

Рассмотрим тройку точек t = {a1, a2, a3} и множество прямых L
на плоскости. Обозначим inf

l∈L
max
i=1,2,3

ρ(ai, l) через δ(t), min δ(ti) — через

δ(P ), где минимум берется по всем тройкам ti терминалов таким, что
в ДВ есть вершина, равноудаленная от них.

Рассмотрим теперь неограниченную область Дирихле Dk. Сре-
ди ребер ее границы имеются ровно два неограниченных. Если они
параллельны, то полагаем β(Dk) = 0. В противном случае эти ре-
бра лежат на границах области Dk с областями Du и Dv, и при-
мем β(Dk) = δ(t(k, u, v)), где t(k, u, v) — конфигурация из трех то-
чек {pk, pu, pv}. Обозначим минимум β(Dk) по всем неограниченным
областям ДВ через β(P ).

Сопоставим теперь ДВ помеченный граф G(V,Е ). Вершинами гра-
фа являются вершины диаграммы и точки а ребра, соответствующие
либо конечным ребрам диаграммы, либо бесконечным ребрам, поме-
ченным номерами областей Дирихле, которые они разделяют. Назовем
флип-ребрами такие конечные ребра ДВ, что в графе G инцидентные
им вершины имеют степень 3. Каждой такой вершине соответству-
ет тройка терминалов, а флип-ребру — некая четверка терминалов,
являющаяся объединением двух соответствующих троек.

Рассмотрим четверку точек s = {a1, a2, a3, a4} и множество окруж-
ностей F на плоскости. Обозначим inf

f∈F
max
i=1,2,3,4

ρ(ai, f) через π(s),

min π(si) — через π(P ), где минимум берется по всем четверкам
терминалов, соответствующим флип-ребрам. Если множество флип-
ребер пусто, то полагаем π(P ) = ∞. Кроме того, обозначим через
J(P ) множество бесконечных областей Дирихле, имеющих гранич-
ные параллельные бесконечные ребра.

Следующие две теоремы полностью описывают ситуацию иссле-
дования устойчивости в рассматриваемом случае.
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Теорема 1. Диаграмма Вороного является неустойчивой тогда и
только тогда, когда выполнено хотя бы одно из двух условий:

1) существует вершина v ∈ V степени более 3;

2) множество J{P ) не пусто.

Итак, если задача неустойчива, то r(Р) = 0. Для устойчивой задачи
следующее утверждение дает формулу вычисления радиуса устойчи-
вости. Пусть l(P ) = min(δ(P ), β(P ), π(P )).

Теорема 2. Существует равенство r(P ) = l(P ). Можно по-
казать, что проверка устойчивости задачи и нахождение радиуса
устойчивости могут быть осуществлены за линейное время.

Достижение цели 2 (без учета технических характеристик обору-
дования и физики задачи) также обеспечивается с использованием
устойчивости. Наиболее просто это выглядит для случая выхода из
строя одной точки доступа. Тогда задача сводится к предыдущей.
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В Издательстве МГТУ им. Н.Э. Баумана вышла в свет книга

ОСНОВЫ АВТОМАТИЗАЦИИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ
ПРОЦЕССОВ И ПРОИЗВОДСТВ.

ТОМ 1. ИНФОРМАЦИОННЫЕ МОДЕЛИ

Изложены теоретические
основы и практические мето-
ды автоматизации технологиче-
ских процессов и производств в
соответствии с профессиональ-
ной деятельностью магистров
по направлению “Автоматиза-
ция технологических процессов
и производств”.

Приведены материалы, от-
носящиеся к метаонтологии и
предметной онтологии. Описа-
ны языки представления инфор-
мационных моделей, включая
основы системологии, язык по-
строения реляционных баз дан-
ных IDEF1X, язык функцио-
нального моделирования систем
IDEF0, унифицированный язык
моделирования UML и онтоло-

гии инженерных знаний. Представлена функциональная модель жиз-
ненного цикла изделий.

Содержание учебного пособия соответствует курсу лекций, читае-
мых авторами в МГТУ им. Н.Э. Баумана. Представленные материалы
могут быть использованы при подготовке бакалавров по направлению
“Автоматизация технологических процессов и производств”.
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