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Исследованы особенности дифракционного распределения в дальней зоне от
бинарного случайного фазового транспаранта как элемента систем опти-
ческой обработки информации. Получены аналитические выражения, описы-
вающие одномерные плотности вероятности для распределений амплитуды,
фазы и интенсивности. Показан неоднородный характер данных случайных
распределений. Для интенсивности приведены зависимости математического
ожидания и дисперсии от координат. Проведено численное моделирование, ре-
зультаты которого согласуются с полученными выражениями. Найденные со-
отношения могут быть использованы для количественной оценки показателей
качества оптических методов, предназначенных для шифрования и сокрытия
информации.
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The article describes some features of the far-field diffraction pattern from a binary
random phase mask as an element of the optical information processing systems.
Analytical expressions for one-dimensional probability density distributions of the
amplitude, phase, and intensity are defined. The nonuniform character of these
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obtained expressions. The expressions can be used for quality rating assessment of
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Введение. Развитие информационных технологий приводит к не-
обходимости разработки новых методов обеспечения безопасности пе-
редачи и хранения информации, в том числе реализуемых с помощью
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оптических средств [1]. Существующие оптические методы [2] позво-
ляют решать задачи шифрования и сокрытия информации, заданной в
параметрах оптического сигнала (амплитуде, фазе), с высокой скоро-
стью обработки данных. В комплекс средств, осуществляющих опти-
ческую обработку информации, входят фурье-преобразующие оптиче-
ские системы (ФПС) и случайные фазовые маски (СФМ). Основная
цель использования СФМ — получение уникального вида дифракци-
онного распределения, определяемого реализацией случайной фазо-
вой функции и уменьшение динамического диапазона в формируемом
распределении поля в дальней зоне дифракции.

На практике СФМ часто имеют бинарное распределение фазы.
Такой вид транспарантов получил широкое распространение ввиду
относительной простоты технологии формирования бинарного релье-
фа [3, 4]. Дифракционная картина на бинарной СФМ в дальней зоне
представляет собой объективную спекл-структуру, которая не имеет
нулевого порядка дифракции, если СФМ состоит из элементов оди-
накового размера, в которых с равной вероятностью обеспечивается
сдвиг фаз 0 или π.

При расчете показателей качества систем передачи и сокрытия ин-
формации необходимо знать статистические характеристики входных
и выходных сигналов [5–8]. Для приборов, в состав которых входят
ФПС, входной сигнал формируется модуляцией плоской волны дина-
мической СФМ. При известных статистических характеристиках вход-
ного сигнала для обеспечения заданных показателей качества требует-
ся знать статистические характеристики распределений комплексной
амплитуды волны и интенсивности, возникающие в дальней зоне ди-
фракции.

Дифракция на матричном фазовом транспаранте. Дифракци-
онное распределение в дальней зоне от фазового транспаранта может
быть получено в задней фокальной плоскости ФПС в соответствии со
схемой, представленной на рис. 1. При подсветке транспаранта плос-
кой монохроматической волной с амплитудой a0 и длиной волны λ,
комплексная амплитуда волны непосредственно за транспарантом про-
порциональна его комплексному коэффициенту пропускания. Для тон-
кого матричного фазового модулятора света с прямоугольным элемен-
том комплексный коэффициент пропускания задается функцией
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=
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Рис. 1. Схема формирования дифракционного распределения

Рис. 2. Геометрические параме-
тры матричного фазового мо-
дулятора света

где ξ, η — координаты в плоскости моду-
лятора; ξ0, η0 — координаты геометриче-
ского центра модулятора; aξ, aη — разме-
ры элемента модулятора; M×N — число
элементов модулятора (рис. 2). Матрица
ϕ размером M × N задает значения фа-
зового коэффициента пропускания моду-
лятора в пределах одного элемента.

Распределение комплексной ампли-
туды поля в задней фокальной плос-
кости ФПС пропорционально фурье-
образу комплексной амплитуды поля в
плоскости транспаранта [9]. Для распределения комплексного коэф-
фициента пропускания (1) получим

U(νξ, νη) =
a0 exp

[
iπλ (f ′ + a)

(
ν2ξ + ν

2
η

)]

iλf ′
×

×
M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

aξaηsinc (πaξνξ, πaηνη) exp [−i2π(νξξ0 + νηη0)]×

× exp [iθm,n(νξ, νη)] exp [iϕm,n] , (2)

где f ′ — заднее фокусное расстояния оптической системы; νξ = x′/λf ′,
νη = y′/λf ′ — масштабированные координаты в задней фокальной
плоскости, соответствующие пространственным частотам; a — рассто-
яние от передней главной плоскости оптической системы до плоскости
транспаранта;

θm,n(νξ, νη) = −2π

(

νξaξ

(
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)

+ νηaη

(

n−
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. (3)
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Представим выражение (2) в следующем виде:

U(νξ, νη) = A(νξ, νη) exp [iΦ(νξ, νη)]V (νξ, νη). (4)

Здесь
A(νξ, νη) =

a0aξaη

λf ′
|sinc (πaξνξ, πaηνη)|

— детерминированная составляющая амплитуды, которая представляет
собой функцию координат (νξ, νη), не зависящую ни от конкретной
реализации матрицы ϕ, ни от положения транспаранта в пространстве;

Φ(νξ, νη) = −2π(νξξ0 + νηη0)+

+ πλ (f + a)
(
ν2ξ + ν

2
η

)
+Arg (sinc (πaξνξ, πaηνη))−

π

2
(5)

— детерминированная составляющая фазы, представляющая собой
функцию координат (νξ, νη). Не зависит от конкретной реализации ма-
трицы ϕ. Первое слагаемое в выражении (5) определяется положением
транспаранта в плоскости (ξ, η), второе — расстоянием от плоскости
транспаранта до передней фокальной плоскости оптической системы;

V (νξ, νη) =
M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

um,n(νξ, νη) (6)

— случайная составляющая комплексной амплитуды волны, где

um,n(νξ, νη) = exp [iθm,n(νξ, νη)] exp [iϕm,n] .

Вид функции V (νξ, νη) определяется конкретной реализацией матри-
цы ϕ.

Статистические характеристики дифракционного распреде-
ления. Определим статистические характеристики распределения
V (νξ, νη) при условии, что элементы матрицы ϕ — независимые слу-
чайные числа, принимающие значения 0 и π c равной вероятностью.
Тогда для каждой пары чисел (m,n) величина exp [iϕm,n] может при-
нимать значения, равные +1 и −1 с вероятностью 0,5. В таком случае
функция вероятности um,n имеет вид

Pum,n(u) =

{
0,5 : u = ± exp [iθm,n(νξ, νη)] ;

0 : u 6= ± exp [iθm,n(νξ, νη)] .
(7)

Рассмотрим случайные комплексные величины как случайные векто-
ры на комплексной плоскости:

um,n =

(
uRem,n

uImm,n

)

,

где uRem,n = Re (um,n), u
Im
m,n = Im (um,n) — действительные и мнимые ча-
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Рис. 3. Эллипс рассеивания случайного вектора v

сти чисел um,n (рис. 3). Векторы um,n для различных пар чисел (m,n)
независимы. Компоненты uRem,n и uImm,n каждого вектора коррелированы.

Математические ожидания векторов составляют E [um,n] = (0 0)т,
так как в соответствии с (7) они распределены симметрично относи-
тельно начала координат. Найдем их матрицы ковариации
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E
[
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]
E
[
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Im
m,n

]

E
[
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]
E
[
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]

)

=

=





cos2 (θm,n(νξ, νη))

1

2
sin (2θm,n(νξ, νη))

1

2
sin (2θm,n(νξ, νη)) sin2 (θm,n(νξ, νη))




 .

Для каждой точки (νξ, νη) значение функции V (νξ, νη) предста-
вляет собой случайное комплексное число v = vRe + ivIm, кото-
рое с учетом выражения (6) представим в виде вектора (см. рис. 3):

v =
M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

um,n. Вектор v принимает дискретный набор значений,

количество которых велико при большом числе MN . Согласно мно-
гомерной центральной предельной теореме [10], закон распределения
вектора v стремится к двумерному нормальному распределению с
математическим ожиданием

E [v] =
M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

E [um,n] = (0 0)
т (8)

и матрицей ковариации
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Σ=
M−1∑
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N−1∑

n=0
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1

2

∑
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1

2

∑
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.

C учетом (3) можно показать, что
∑

m,n

sin (2θm,n(νξ, νη)) = 0. Тог-

да матрица ковариации распределения компонентов вектора v станет
диагональной:

Σ =







∑

m,n

cos2 (θm,n) 0

0
∑

m,n

sin2 (θm,n)





 ,

т.е. компоненты вектора v = (vRe vIm)
т — независимые нормально рас-

пределенные случайные величины с нулевым средним и дисперсиями:

σ2Re,Im(νξ, νη) =
MN

2
(1± s(νξ, νη)) , (9)

где s(νξ, νη) =
∑

m,n

cos (2θm,n(νξ, νη)). Далее для краткости изложения

примем записи σRe,Im и σRe,Im(νξ, νη) эквивалентными. При подстанов-
ке θm,n(νξ, νη) из выражения (3) зависимость s(νξ, νη) приобретает вид
функции с разделяющимися переменными

s(νξ, νη) = sξ(νξ)sη(νη). (10)

Здесь

sξ(νξ) =






1

M

sin (2πMνξaξ)

sin (2πνξaξ)
: νξ 6=

k

2aξ
;

(−1)k(M+1), : νξ =
k

2aξ
;

sη(νη) =






1

N

sin (2πNνηaη)

sin (2πνηaη)
: νη 6=

l

2aη
;

(−1)l(N+1), : νη =
l

2aη
,

k, l ∈ Z.

Функция s(νξ, νη) принимает значения −1 . . . +1, что приводит к
изменению дисперсий проекций вектора v от 0 до MN в зависимости
от координат в плоскости анализа. График сечения функции s(νξ, νη)

на периоде представлен на рис. 4.

102 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2015. № 5



Рис. 4. График сечения функции s(νξ, νη)s(νξ, νη)s(νξ, νη) приM = 10M = 10M = 10

Определим плотности вероятности амплитуды ρ и фазы ψ векто-
ра v. Воспользуемся общим выражением для плотности вероятности
модуля случайного вектора на плоскости [11]:

Wρ(ρ) = ρ

2π∫

0

Wv (ρ cosψ, ρ sinψ) dψ, (11)

где Wv (vRe, vIm) — двумерная плотность вероятности компонент век-
тора v. C учетом того, что величины vRe и vIm независимы и подчи-
няются нормальному распределению с нулевым средним, выражение
(11) принимает вид

Wρ(ρ) =
ρ

σReσIm
exp

[

−
ρ2

4

(
1

σ2Im
+
1

σ2Re

)]

I0

[
ρ2

4

(
1

σ2Im
−
1

σ2Re

)]

,

(12)
где I0 [z] — модифицированная функция Бесселя первого рода нулевого
порядка. Подставим в (12) выражения для дисперсий σIm и σRe (9) и
запишем

Wρ(ρ; νξ, νη) =
2ρ

MN
√
1− s2(νξ, νη)

×

× exp

[

−ρ2
1

MN(1− s2(νξ, νη))

]

I0

[

ρ2
s(νξ, νη)

MN(1− s2(νξ, νη))

]

. (13)

Для плотности вероятности фазы ψ вектора v на комплексной
плоскости аналогично получим

Wψ(ψ; νξ, νη) =

=

∞∫

0

ρWv (ρ cosψ, ρ sinψ) dρ =
1

2π

√
1− s2(νξ, νη)

1− s(νξ, νη) cos (2ψ)
. (14)

Найденные плотности вероятности для амплитуды (13) и фазы (14)
значений функции V (νξ, νη) позволяют определить соответствующие
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плотности вероятности поля в дальней зоне (4), используя выражения
для линейного преобразования случайных величин [11].

Для нахождения плотности вероятности значений интенсивности
поля в дальней зоне достаточно определить плотность вероятности
случайной величины ρ2. Используя выражение для квадратичного пре-
образования случайной величины [11] (при ρ ≥ 0), получаем

Wρ2(p; νξ, νη) =
1

MN
√
1− s2(νξ, νη)

×

× exp

[

−p
1

MN(1− s2(νξ, νη))

]

I0

[

p
s(νξ, νη)

MN(1− s2(νξ, νη))

]

. (15)

Математическое ожидание и дисперсия величины ρ2 = v2Re + v
2
Im

равны сумме математических ожиданий и дисперсий величин v2Re и
v2Im, которые подчиняются гамма-распределению с параметром формы
α = 1/2 и коэффициентами масштаба βRe = 2σ2Re и βIm = 2σ2Im [12]:

E
[
v2Re,Im

]
= αβRe,Im = σ

2
Re,Im;

D
[
v2Re,Im

]
= αβ2Re,Im = 2σ

4
Re,Im.

С учетом выражения (9) запишем

E [ρ2] = σ2Re + σ
2
Im =MN ;

D [ρ2] = 2σ4Re + 2σ
4
Im = (MN)2(1 + s2(νξ, νη)).

Математическое ожидание квадрата модуля вектора v постоянно
для всей плоскости анализа. Дисперсия определяется видом функ-
ции s(νξ, νη) и для большей части точек плоскости анализа близка к
(MN)2.

Для выражений (13)–(15) рассмотрим следующие частные случаи.

1. В точках плоскости анализа, для которых s(νξ, νη) = ±1, в соот-
ветствии с выражением (9) одна из компонент вектора v становится
равной нулю, а дисперсия другой — MN . С учетом (10) координаты
этих точек определяются по выражению (νξ, νη) = (k/(2aξ), l/(2aη))
для k, l ∈ Z. Выражения (13)–(15) примут вид

Wρ(ρ; νξ, νη) =






2
√
2πMN

exp

[

−
ρ2

2MN

]

: ρ ≥ 0,

0 : ρ < 0;

Wψ(ψ; νξ, νη) =






1

2
(δ(ψ) + δ(ψ − π)) : s(νξ, νη) = 1,

1

2

(
δ(ψ +

π

2
) + δ(ψ −

π

2
)
)

: s(νξ, νη) = −1;
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Wρ2(p; νξ, νη) =






1
√
2πMNp

exp
[
−

p

2MN

]
: p ≥ 0,

0 : p < 0,

где δ(ψ) — дельта-функция Дирака.
2. В точках плоскости анализа, для которых |s(νξ, νη)| � 1, в со-

ответствии с выражением (9) дисперсии компонент вектора v стано-
вятся близкими к MN/2. Отметим, что этому условию удовлетворяет
большая часть точек плоскости анализа. В таком случае плотность
вероятности случайной величины |v| стремится к следующему рас-
пределению:

Wρ(ρ; νξ, νη) =






2ρ

MN
e−

ρ2

MN : ρ ≥ 0;

0 : ρ < 0.

Плотность вероятности фазы вектора v стремится к равномерному
распределению, величина ρ2 — к экспоненциальному распределению
с параметром λ = 1/(MN).

Численное моделирование. Для проверки адекватности получен-
ных результатов было проведено численное моделирование распре-
делений в плоскости анализа для различных реализаций матрицы ϕ.
Моделирование проводилось в среде MATLAB со следующими пара-
метрами: размеры элемента модулятора aξ × aη = 3 × 3мкм2; число
элементов модулятора M ×N = 16× 16; число реализаций 106.

В соответствии с критерием согласия Пирсона установлено, что
различия экспериментальных и теоретических распределений не явля-
ются статистически значимыми. Результаты моделирования предста-
влены на рис. 5. Реализации вектора v с наложенным на них эллипсом
рассеивания с параметрами, определяемыми по формулам (8) и (9),
приведены на рис. 5, а–в, зависимости плотностей вероятности, по-
строенные по формулам (13)–(15), и соответствующие им гистограм-
мы, полученные численным моделированием, — на рис. 5, г–м.

Отметим, что при |s(νξ, νη)| → 1 (см. рис. 5) наблюдается откло-
нение результатов численного моделирования от полученных зави-
симостей, которое обусловлено уменьшением количества возможных
значений дискретного вектора v в соответствующих точках. В част-
ности оно проявляется в виде периодической структуры на эллипсах
рассеяния (см. рис. 5, а, в) и скачков на гистограмме распределения
фазы (см. рис. 5, ж, и).

Заключение. Плотности вероятности амплитуды, квадрата ампли-
туды и фазы случайной составляющей комплексной амплитуды волны
при дифракции в дальней зоне от бинарной СФМ зависят от коорди-
нат в плоскости анализа. Это позволяет сделать вывод о неоднородном
характере указанных распределений. Однако для большей части точек
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Рис. 5. Результаты численного моделирования для s(νξ, νη) = 0,9s(νξ, νη) = 0,9s(νξ, νη) = 0,9 (а, г, ж, к),
s(νξ, νη) = 0s(νξ, νη) = 0s(νξ, νη) = 0 (б, д, з, л) и s(νξ, νη) = −0,9s(νξ, νη) = −0,9s(νξ, νη) = −0,9 (в, е, и, м)

этой зависимостью можно пренебречь и полагать случайную соста-
вляющую комплексной амплитуды однородным случайным полем.

Полученные результаты позволяют использовать информационно-
теоретический подход при расчете показателей качества, связанных с
пропускной способностью и скрытностью в оптико-электронных си-
стемах передачи и сокрытия информации.
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