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Предложена концептуальная модель динамики релейно-импульсного управления 
инерционными объектами, обладающая свойствами квантово-механических си-
стем. Справедливость предлагаемой модели подтверждена численным экспе-
риментом. Полученные результаты, раскрывая новые характерные особенно-
сти релейно-импульсных систем, дают ключ к синтезу более совершенных алго-
ритмов управления.  
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The main purpose of the article was to consider the conceptual model  of the dynamics 
of inertial objects relay and pulse control. The model possesses the properties of quan-
tum mechanical systems. We confirm the validity of the proposed model by the numeri-
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Введение. Релейно-импульсные системы управления, несмотря на 
чрезвычайную простоту технической реализации, могут удовлетворять 
высоким требованиям по надежности, точности, быстродействию и 
экономичности. Этим объясняется широкое распространение их в тех-
нике. В таких системах применением методов нелинейной динамики и 
компьютерных технологий обнаружен ряд неожиданных свойств [1–3], 
открывающих новые возможности синтеза высокоэффективных алго-
ритмов управления, которые могут радикально улучшить их характе-
ристики. 

Академик Б.В. Раушенбах еще в 1970-х годах выявил необычные 
свойства режимов установившихся колебаний при импульсном управ-
лении ориентацией космического аппарата. В частности, он установил, 
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что зависимость частотных и энергетических характеристик периоди-
ческих движений от возмущающего момента имеет вид ступенчатой 
функции. Переходы от одного вида автоколебаний к другому при 
плавном изменении возмущающего момента происходят через бифур-
кации [1]. Э.В. Гаушус показал, что при наличии запаздывания и (или) 
гистерезиса аналогичный вид зависимости автоколебаний от парамет-
ров имеет и релейная динамическая система [2]. Наблюдаемые явления 
свойственны квантово-механическим системам.  

В настоящее время квантово-механические подходы стали приме-
нять при описании процессов во многих динамических системах, неза-
висимо от их физической сущности и масштабов. В связи с этим во-
просы методологии исследования квантово-механического поведения 
существенно нелинейных динамических систем актуальны в различ-
ных отраслях науки — физике, химии, биологии, электронике, эконо-
мике, информатике, теории управления [2–9] и др. Однако применяе-
мые феноменологические модели, описывая наблюдаемые свойства 
систем, не позволяют рассматривать их внутренние механизмы. Это 
затрудняет прогноз изменения этих свойств с изменением параметров 
или выбор параметров системы из условий обеспечения заданных ее 
свойств. 

В настоящей работе на основе выполненных исследований концеп-
туально сформулирована квантово-механическая модель динамики ре-
лейно-импульсных систем управления инерционными объектами [3]. 
Исследование выполнено методом качественной теории динамических 
систем и компьютерного моделирования [8–11].  

Без нарушения общности рассуждений в качестве конкретного 
технического объекта рассмотрим космический аппарат с реактивной 
системой стабилизации. Обычно инженерные расчеты динамики ста-
билизации в первом приближении исследуют, используя автономные 
уравнения малых угловых движений вокруг каждой главной централь-
ной оси инерции [1–3, 7]. При этом часто координатное управление 
ориентацией осуществляют с помощью релейно-импульсных алгорит-
мов, формируемых на основе измеряемых параметров состояния 

( ),  ( ) .x t y t dx dt  
Исследуемую релейно-импульсную динамическую систему пред-

ставим в виде  
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где ,a g  — постоянные параметры системы, которые назовем эффек-
тивностью управления и возмущения; ( )u  — управляющая функция 
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действительной переменной; — аргумент функции ( ),u   который 
назовем управляющим сигналом; ( )F  — единичная релейная функция 
общего вида, принимающая значения +1, –1 или 0; ( ( ( ), ( )))F x t y t  — 
релейно-импульсный алгоритм (закон управления);   — запаздывание. 
Текущее состояние системы (1) описывается измеряемыми фазовыми 
координатами ( ),  ( )x t y t , а совокупность возможных состояний — фазо-
вой траекторией ( ( ), ( )).x t y t  

Рассматриваемые ниже свойства и особенности релейно-импульсных 
динамических систем имеют универсальный характер и не зависят от 
конкретного вида применяемых законов управления. Не нарушая общно-
сти рассуждений, в качестве иллюстрирующего примера рассмотрим 
трехпозиционный релейный закон управления ( ( , ))F x y  с линейным 
формированием управляющего сигнала  ( , ).x y  При этом релейная 
функция ( )F   содержит зону нечувствительности и гистерезис, задан-
ные параметрами и :h  

  0 0

( ) sgn    при –   ;
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Здесь k  — весовой коэффициент функции управляющего сигнала, 
формирующий в законе управления искусственное демпфирование; 

0( )F t  — значение функции ( )F t  в предыдущий момент времени ( 0)t   
(предыстория).  

Концепция квантово-механической модели. Характерные свой-
ства динамики микрочастиц и их систем, рассматриваемые квантовой 
механикой, достаточно хорошо известны. Полное описание этих свойств 
можно найти в учебной литературе, например в работах [12, 13]. Тем  
не менее следует упомянуть о свойствах, которые в проводимом анализе 
играют принципиальную роль.  

Одна из главных особенностей объектов квантовой механики — 
наличие дискретного множества стабильных стационарных состояний, 
каждому из которых соответствует волновой характер движения с 
определенным уровнем энергии. Возможны также и метастабильные 
состояния. 

Стационарные состояния упорядочены по энергетическим уров-
ням. Каждому состоянию соответствует определенная форма траекто-
рии или конфигурация расположения частиц в пространстве. Основ-
ному стационарному состоянию соответствует минимальный уровень 
энергии. Переходы от одного стационарного состояния к другому 
имеют скачкообразный характер.  
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Движение частиц в квантовой механике задается волновым урав-
нением (уравнение Шредингера). При этом соблюдается принцип не-
определенности, устанавливающий невозможность одновременного 
определения состояний, характеризующих и положение, и скорость. 

Квантовые системы микрочастиц также характеризуются свойством, 
которое определяется принципом соответствия. Согласно этому принци-
пу, существует такое значение энергии, называемое классическим преде-
лом, при превышении которого поведение квантовой системы совпадает с 
поведением, описываемым классической механикой.  

Определение 1. Квантово-механическими свойствами динамиче-
ской системы будем называть свойства, проявляющиеся в закономер-
ностях ее движения и взаимодействия с окружающей средой, если они 
формально подобны свойствам микрочастиц и их систем, рассматрива-
емым квантовой механикой. 

Определение 2. Релейно-импульсным управлением назовем управ-
ление, заданное релейной функцией действительной переменной ( ),u 
которая изменяет значения в точках разрыва в соответствии с задан-
ным алгоритмом (законом управления). 

Утверждение. Управляемая динамическая система (1) обладает 
квантово-механическими свойствами, если выполняются следующие 
условия. 

1. На фазовой поверхности { , }x y  свободное движение ограничено 

областью  ( , ) : ( , )x y x y        допустимых состояний, выход 

за пределы которой порождает возвращающее усилие, формируемое 
функцией релейно-импульсного управления  ( , ) ,u x y  принимающей 

дискретные значения  ,  0, , a a  не менее заданного значения .ma a  

2. Функция управления ( )u  действует с запаздыванием по време-
ни   и (или) по координате h  (гистерезис). Минимально возможный 
импульс управления, который может быть реализован системой, обу-
словлен запаздыванием. 

3. Управление диссипативно — в алгоритм управления аддитивно 
входит функция демпфирования, обеспечивающая гашение начальной 
скорости и импульса возмущения. Естественная диссипация отсут-
ствует. 

4. Система открытая — взаимодействие с окружающей средой ха-
рактеризуется параметром возмущения ,g a  const.g   

Исследуем основные свойства и характерные особенности сис-
темы (1), удовлетворяющей условиям 1–4.  

Свойство 1. Волновой характер движений на фазовой поверх-
ности. Пусть при 0t    0 0,  0x y     — фазовая точка ( , )x y  нахо-
дится за пределами границ области допустимых состояний   на фазо-
вой поверхности:  0 0, .x y  В соответствии с условием 1 возникнет 
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усилие, которое сообщит импульс, направляющий движение в область 
.  При входе в область   управляющее усилие обнулится, система 

станет совершать свободное движение, пока не покинет эту область. 
Затем управление включится вновь, возвращая фазовую точку в об-
ласть  . Переходы границ области   могут повторяться неограни-
ченное число раз. 

Управляющее усилие, выполняя функции возвращения и демпфи-
рования, оказывает стабилизирующее воздействие, определяет тенден-
цию стягивания траектории. Запаздывание управляющего воздействия 
(условие 2) — напротив, дестабилизирующий фактор, создающий тен-
денцию раскачивания. Совместное влияние двух факторов определяет 
две тенденции — стягивание и раскачивание, которые приводят к 
установлению в системе динамического равновесия в форме замкнутой 
траектории периодического движения, называемую по терминологии 
А. Пуанкаре предельным циклом ( ,  ).x y  Это — притягивающее 
множество, аттрактор, отображающий установившиеся автоколебания.  

Различным точкам траектории предельного цикла  , ( ,  ),i ix y x y  
,i   отвечают состояния, которые одновременно не могут быть реа-

лизованы. Такая суперпозиция взаимоисключающих состояний — 
неотъемлемое свойство квантовых систем (когерентная или квантовая 
суперпозиция), позволяющая рассматривать фазовую траекторию 

( ,  )x y  как волновую функцию динамической системы. 
Переходный процесс можно представить бегущей волной на фазо-

вой поверхности. Волна отражается границами области   как стенка-
ми потенциальной ямы. В интерпретации волнового движения аттрак-
тор ( ,  )x y  — стоячая волна, бегущая волна переходного процесса — 
стягивающаяся к ней из начальной точки  0 0, x y  фазовой траектории. 
По аналогии с волновой функцией квантовой механики неподвижный 
аттрактор на фазовой поверхности представляем как образ периодиче-
ского движения. В каждой конкретной точке аттрактора в данный мо-
мент времени система может находиться лишь с определенной вероят-
ностью (принцип неопределенностей).  

Предлагаемое представление аттрактора стоячей волной на фазо-
вой поверхности согласуется с моделью атома водорода, представлен-
ной Л. де Бройлем. По аналогии с волновыми свойствами частиц в 
атоме водорода де Бройль предположил, что каждая орбита соответ-
ствует волне, распространяющейся по окружности около ядра атома. 
Стационарная орбита возникает, когда после каждого оборота вокруг 
ядра волна непрерывно себя повторяет, что соответствует круговой 
стоячей волне.  

Свойство 2. Упорядоченность структур аттракторов. Функция 
управления ( )u   релейно-импульсная, поэтому любой возможный в 
системе аттрактор может быть только импульсным. За период автоко-
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лебаний функция ( )u   может включаться 1n   раз. Каждому возмож-
ному значению числа n  однозначно соответствует определенная гео-
метрическая структура аттрактора, его индивидуальная форма траек-
тории .n

  Из множества аттракторов два имеют простые формы:  
одноимпульсный *

1;  двухимпульсный 2.  
Многоимпульсные аттракторы n

  представляют собой комбина-
цию из ряда двухимпульсных петель 2  и замыкающей их единствен-
ной одноимпульсной петли 1.  Все аттракторы, кроме двухимпульс-

ного, имеют нечетное число импульсов за период:  1 2

1

,
r

n i
i





 
    

 
   

 2 1,   1, 2, 3, ... .n r r    Аттрактор 1
  существует при относительно 

больших возмущениях g  и формируется траекториями, сопрягающи-
мися в точках переключения функции ( ) :u   1

0     при 0g   

или 1
0     при 0.g   Одна траектория  (или  ) отображает 

движение с включенным управлением u a   (или u a  ) и проходит 
за пределами области ,  другая 0 — с выключенным управлением
( 0)u   внутри области .  

Аттрактор 2
  существует при малых значениях возмущения g, 

близких к нулю, и имеет структуру 2
0 0.          

Упорядоченность геометрических структур аттракторов n
  объяс-

няется ограниченностью размеров области допустимых состояний .  

При уменьшении значения возмущения g  петля 0  увеличивается  
в размерах, вытягивается и в критическом состоянии касается проти-
воположной границы. В этой критической ситуации наступает би-
фуркация перехода к более сложному аттрактору. Новый аттрактор 
имеет на одну двухимпульсную петлю больше, чем предыдущий: 

2.g
n n

 
   

С уменьшением возмущения  при достаточно высокой эффектив-
ности управления  бифуркации усложнения аттрактора могут происхо-
дить неограниченное число раз. Требование достаточно высокой  
эффективности управления отражено в условии 1. В общем случае зна-
чение  определяется конкретными техническими задачами.  

Каждая последующая бифуркация усложнения аттрактора уменьша-
ет в размерах область его существования. Образующийся каскад бифур-
каций приводит к точке сверхкритического состояния — к странному 
аттрактору  (детерминированному хаосу). Дальнейшее снижение возму-
щения  порождает бифуркацию перехода к простому двухимпульсному 
аттрактору. 
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Изложенная упорядоченность структур аттракторов, полученная 
моделированием динамической системы (1) и (2), представлена на  
рис. 1.  

Рис. 1. Упорядоченные структуры аттракторов динамической системы (1), (2) 

При увеличении возмущения механизм возникновения бифуркаций 
другой: в критической ситуации одна из петель парабол  выходит из 
контакта с границей области. При изменении направления вариации 
параметров геометрические формы и порядок расположения структур 
аттракторов не меняются, изменяются лишь критические значения па-
раметров, при которых происходят бифуркации. 

Определение 3. Параметром расхода релейно-импульсной системы 
управления назовем безразмерную величину ,n

  характеризующую 
затраты энергии (или рабочего тела) на поддержание аттрактора Гn

 : 

1 1

1
,    ,

N N

n ji
n i j

n N N
T

 

    


 

 
        

 
  (3)

где nT   — период n -импульсного аттрактора Гn
 ; ,i N   — длитель-

ность i -го импульса управления  iu a   и общее их число за время 
одного периода ;nT  ,j N   — длительность j-го импульса  ju a   и 

общее их число. 
Расход пропорционален суммарному импульсу управляющего воз-

действия за время nT   и определяет среднюю скорость затрат энергии 
(или массы). Относительный расход n

  равен доле времени, когда 

функция ( )u   была включена  u a   по отношению ко всему перио-

ду  автоколебаний .nT 
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Свойство 3. Минимально возможное значение расхода реализу-
ется в режиме одноимпульсного аттрактора. При действии возму-
щения g   расход n

  будет иметь минимально возможное значение 
только в том случае, если в системе установился режим одноимпульс-
ного аттрактора 1Г .   При этом строго выполняется соотношение:  

 1 .
g

a
   (4)    

Действительно, в режиме одноимпульсного аттрактора из условия 
динамического равновесия следует, что за время 1T   импульс возмуще-
ния равен импульсу управления. Выражение (3) для случая 1Г  с учетом  
равенства импульсов дает (4): 1 1 1 ,T     1 1 1 .T g a g a        

Свойство 4. В случае пренебрежимо малых возмущений уста-
навливается режим двухимпульсного аттрактора.  Когда возмуще-
ния так малы, что их влиянием можно пренебречь ( 0),g   в системе 
устанавливается симметричный двухимпульсный аттрактор 2Г ,  пара-

метр расхода в котором  2 2 22 T      будет иметь минимальное зна-

чение, если алгоритм управления обеспечит минимально возможную 
длительность импульса  min  , которая только может быть реализо-

вана системой. 
Определение 5. Энергетическим уровнем аттрактора Гn

  при за-
данном возмущении g  назовем безразмерную величину ,n  численно 
равную отношению расхода n

  к такому минимально возможному 
расходу 1

V  (4), который имел место при отсутствии ограничения на 
минимум длительности импульса, и в системе при этом возмущении  
g  установился одноимпульсный виртуальный аттрактор 1Г :V  

 
1

.n
n n
V g a

 



 
  


 (5) 

Параметр n  определяет количественную меру превышения рас-

хода n
  физически необходимого значения 1

 V g a  в режиме од-

ноимпульсного виртуального аттрактора 1Г .V  Например, 1n   озна-
чает, что в системе установился реальный одноимпульсный аттрактор 

1 1Г Г ,  V  и она расходует энергии ровно столько, сколько физически 
необходимо для парирования возмущения  g. Следовательно, управле-
ние в режиме аттрактора 1Г  оптимально по расходу энергии.   

Свойство 5. Энергетическая  квантованность аттракторов. Кван-
тованность — свойство, наблюдаемое в системах с относительно устой-
чивыми стационарными состояниями, если между этими состояниями 
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возможны переходы под действием возмущений. Переходы между 
стационарными состояниями сопровождаются квантованными измене-
ниями энергии и импульса системы. В качестве примеров систем с 
квантованными состояниями можно привести атомы и планетные си-
стемы звезд.  

Установленная выше упорядоченность геометрических структур 
аттракторов Гn

  дает основание полагать,  что им свойственна энерге-
тическая квантованность, обусловленная наличием у рассматриваемых 
систем механизма «автоквантования». Убедимся в этом. 

 Аттракторы Гn
 , представляемые стоячими волнами со сложной 

геометрической структурой, каждой точкой через время nT   возвраща-
ются в исходное состояние, обеспечивая выполнение условия баланса 
импульсов управления и возмущения. Соответствующее инвариантное 
соотношение имеет вид 

 
1 1

.
N N

n ji
i j

T g a
 

  

 

 
     
 
   (6) 

Левая часть соотношения (6) представляет собой импульс возмущения, 
правая — импульс управления. Из (5) и (6) следует 

 1 1

1 1

,

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

N N

ji
i j

n N N

ji
i j

   2.n    (7) 

При бифуркации перехода аттрактора число импульсов увеличивает-
ся или уменьшается на две единицы. Соответственно, скачком изменяет-
ся и коэффициент .n  В динамической системе с высокой эффективно-
стью управления a  длительности импульсов в установившихся режимах 
автоколебаний обычно малы, по величине близки к физически достижи-
мому минимуму min.  Это позволяет приближенную оценку энергетиче-
ского уровня аттракторов проводить по формуле (7), полагая 

min,   .      jii j  Получаем 1 3 5 71,   3,   5,   7, ...,        .n n   

Более строгий анализ дает оценку: 1  .nn n     Таким образом, энер-
гетический уровень n  аттрактора n

  —  его квантовое число.  
Границы применимости предлагаемой модели. Как показал 

приведенный выше анализ, исследуемая система (1) при релейном 
управлении (2) обладает квантово-механическими свойствами, если в 
условии 1 утверждения выполняется требование достаточно высокой 
эффективности управления .ma a  Этим требованием определяется 
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применимость квантово-механической модели к рассматриваемой си-
стеме. Поясним этот вопрос несколько подробнее. 

Определение 6. Релейными режимами движения будем называть 
динамические процессы, в которых реализуются только простые  
аттракторы 1

  и  2.  
Определение 7. Релейно-импульсными режимами движения назо-

вем динамические процессы, в которых возможно существование как 
простых  1 2, ,    так и сложных аттракторов   , n

  3, 5, ..., .n    

Уточним понятие «применимость квантово-механической модели». 
Отметим, что алгоритм (2) представляет собой релейный закон управ-
ления, который позволяет организовать в системе как релейно-
импульсные режимы, так и релейные. Тогда применимость квантово-
механической модели концептуально определим так: 

– динамическая система (1) обладает квантово-механическими 
свойствами (является квантово-механической моделью), если при ва-
риации возмущения g  в ней наблюдаются эволюционные изменения 
стационарных состояний, сопровождающиеся  бифуркациями смены 
аттракторов; 

– если при вариации возмущения g  бифуркаций перехода аттрак-
тора не наблюдается, то система квантово-механическими свойствами 
не обладает. 

Сформулированному выше условию дадим простую геометриче-
скую интерпретацию, представив аттрактор 1

  на фазовой поверхно-
сти стоячей волной. Потребуем, чтобы длина волны уложилась внутри 
области допустимых состояний  ( , ) : ( , ) .x y x y         Тогда, 

обеспечив надлежащим выбором параметров регулятора ( , )h k  рацио-
нальное значение длительности управляющего импульса *   в одно-
импульсном аттракторе, можно аналитически определить то критиче-
ское значение возмущения кр ,g  выше которого бифуркации  невоз-

можны.  
Так, для рассматриваемой динамической системы из геометриче-

ских условий приближенно имеем    2 2
кр 16 .  g а  Минимально 

возможный расход энергии равен    2
min кр * 16 .    g а а  Даль-

нейшее снижение возмущения крg g  приведет к бифуркации пере-

хода на трехимпульсный аттрактор со скачком увеличения расхода 
примерно в 3 раза. 

Численный эксперимент. В качестве примера рассмотрим релей-
ную систему (1), (2) с параметрами 21 /с ;    = 0,4 ;   0,15 ;     a h  

1 с;   0.k    Практическое приложение — реактивная система стаби-
лизации космического аппарата [3]. 
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Исследуем зависимость параметра расхода n
  от относительного 

возмущения p g a  при квазистатическом его изменении в пределах 
0…0,02. Расчеты выполнены с использованием программы Model [10]. 
Для каждого значения варьируемого параметра компьютерным модели-
рованием динамического процесса найдены аттракторы и их параметры. 
В результате многочисленных экспериментов получена бифуркационная 
диаграмма расхода энергии  n g a  (рис. 2, а).  

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма расхода энергии (а) и квантовая 
диаграмма энергетических уровней аттракторов (б) 
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Согласно этой диаграмме, в рассматриваемой динамической системе 
структуры аттракторов Гn

  упорядочены в соответствии со свойством 2 и 
обладают особенностями, имеющими универсальный характер.  

Абсолютный минимум затрат энергии на автоколебания система 
имеет при значении 1 3p   в момент бифуркации перехода от аттракто-
ра 1Г  к аттрактору 3Г .  Расход ( ),n n p    2,п   в пределах пр Р  
для каждого аттрактора Гn

  линейно зависит от относительного возму-
щения .р  Граничные значения расхода 2n п    и 2n п    сближаются 
так, что среднее значение примерно постоянно. Совершенно иной вид 
имеет функция 2 2 ( ),p   :р p   при увеличении возмущения рас-
ход энергии падает, в то время как в одноимпульсном и многоимпуль-
сных аттракторах, наоборот, возрастает.  

Анализ результатов эксперимента подтверждает наличие синерге-
тических свойств самоорганизации: в области существования каждой 
формы (структуры) аттрактора при изменении возмущения p g a  
фазовые траектории самопроизвольно трансформируются так, что за-
траты энергии ( )n n p    минимизируются. Это свойство иллюстри-
руют диаграммы каскада бифуркаций  (см. рис. 2, а) и энергетических 
уровней ( )n p  (рис. 2, б). 

Выводы. В отличие от существующих феноменологических моде-
лей, описывающих квантовый характер поведения некоторых управля-
емых динамических систем, предложена концептуальная модель дина-
мики релейно-импульсного управления инерционными объектами и 
сформулированы условия, при выполнении которых система проявляет 
свойства движения и взаимодействия с окружающей средой, формаль-
но подобные тем свойствам, которые рассматриваются квантовой ме-
ханикой.   

Приведена волновая интерпретация движения в фазовом простран-
стве; обоснована упорядоченность геометрических структур аттракто-
ров; установлены синергетические эффекты самоорганизации и энер-
гетическая квантованность аттракторов.  

Предлагаемая квантово-механическая модель динамики релейно-
импульсного управления позволяет на основе анализа внутренних про-
гнозировать изменения основных ее свойств с изменением параметров 
или выбирать эти параметры из условий обеспечения заданных 
свойств системы. 

Полученные результаты, раскрывая новые характерные особенно-
сти релейно-импульсных систем, дают ключ к синтезу более совер-
шенных алгоритмов управления.  

Численный эксперимент моделирования динамики типовой релей-
но-импульсной системы стабилизации подтвердил справедливость 
принятой квантово-механической модели.  
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