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Аннотация Ключевые слова 
Решение задач контакта в точном приборостроении и 
прецизионном машиностроении позволяет прогнозиро-
вать тепло- и электропроводность контактов, трение и 
износ деталей приборов. Определяющим параметром в 
контактной задаче является площадь фактического кон-
такта. Рассмотрен способ определения площади фактиче-
ского контакта при взаимодействии двух шероховатых тел 
под действием внешнего давления. На примере тел мик-
ронных размеров изучено влияние на результат плотности 
сеточного разбиения. Даны рекомендации по выбору 
плотности сеток для снижения погрешностей расчета. 
Проведено сравнение результатов расчетов для моделей с 
шероховатостью первого и второго уровней. Показано, что 
при отсутствии учета размерного эффекта внедрения при 
переходе на модель с шероховатостью второго уровня 
площадь фактического контакта меняется несущественно 
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Задачи контакта твердых тел играют важную роль в точном приборостроении, 
электродинамике, трибологии, а также в автомобильной, аэрокосмической и 
атомной отраслях промышленности и др. Существенные проблемы при описа-
нии контактов возникают в интенсивно развивающихся областях микро- и 
нанотехнологий, особенно при проектировании микроэлектромеханических 
устройств.  

Площадь фактического контакта деформированных поверхностей полно-
стью определяет результаты последующих расчетов теплопроводности, трения 
и ряда других физических явлений. До сих пор не создано методики расчета 
площади фактического контакта ввиду сложной, часто хаотичной формы кон-
тактирующих поверхностей и отсутствия достаточного представления о меха-
низмах взаимодействия элементов поверхностей на микроуровне. 

Шероховатость в природе трехмерна, а двумерные модели контакта  
представляют собой упрощение. Одним из вариантов задания трехмерных  
шероховатых поверхностей является использование фрактальной функции  
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Веерштрасса — Мандельбродта [1] для считающегося представительным участ-
ка поверхности [2]. 

Возможные боковые взаимодействия или другое взаимное влияние сопри-
касающихся выступов в таком случае не рассматриваются, что характерно для 
большинства описанных в литературе моделей дискретного контакта [3]. По-
пытки учесть взаимодействие выступов в рамках статистического [4–9] и фрак-
тального [10, 11] подходов не учитывали пластическое деформирование мате-
риала тел вне шероховатости и большие деформации [12]. Решением упругопла-
стической задачи взаимодействия выступов явился переход к использованию 
конечно-элементных моделей [13–16]. Особенностью решения такой задачи яв-
ляется пространственное взаимодействие поверхностей с геометрической фор-
мой с изломами. Для задачи деформирования, кроме известной погрешности 
геометрической аппроксимации, в настоящей работе рассмотрено влияние на 
рассчитываемое значение площади фактического контакта разбиений на по-
верхности и по глубине. 

Постановка задачи. В программном комплексе ANSYS решается нелинейная 
задача трехмерного упругопластического деформирования двух контактирующих 
шероховатых тел N и O объемом NV  и OV  с размерами 22,5 × 22,5 × 15 мкм, огра-
ниченных неподвижными поверхностями NS и .OS  На основании предваритель-

ных вычислений высота тел выбрана 15 мкм, 
чтобы перемещения на верхней и нижней  
поверхностях были распределены достаточно 
равномерно. Тела имеют гладкие внешние по-
верхности и неидеальный контакт неровных по-
верхностей между собой (рис. 1). Обозначим че-
рез 1 ,NS 2  ,NS 3  ,NS 4  NS  части поверхности SN = 
= 1 2 3 4  N N N NS S S S    и через 1 ,OS  2 ,OS  3 ,OS  4

OS  
части поверхности SO = 1 2 3 4 .O O O OS S S S    

Последовательно решаем квазистационар-
ную задачу первоначального деформирования 
области контакта под действием внешнего дав-
ления. На поверхность 1

NS  тела N действует 
внешнее давление P. Поверхность 1

OS  закреп-
лена от перемещений по оси z, а поверхности 

2
NS  и 2

OS  закреплены от перемещений в орто-
гональных им направлениях. Трением прене-
брегаем. 

Перейдем к индексным обозначениям осей 
декартовой системы координат, заменим x, y, z 
на x1, x2, x3. Используем теорию течения и адди-
тивный подход к формированию приращений Рис. 1. Геометрическая схема 
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деформаций. Математическая модель представляет собой уравнения равнове-
сия, обобщенный закон Гука, закон течения, соотношения Коши, критерий те-
кучести Мизеса, соотношение для расчета контактных давлений расширенного 
метода Лагранжа и граничные условия: 

 , 0;ij j   (1) 

 1 ;ij ij ij kkE E
  

       (2) 

 ;P
ijijd s d     (3) 

  , ,
1  ;
2ij i j j iu u    (4) 
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где ij  и ij  — декартовы компоненты тензоров напряжений и деформаций;  
E — модуль Юнга;   — коэффициент Пуассона; ij  — символ Кронекера; ijs  — 
девиатор текущих напряжений;   , d   — множители Лагранжа;  — iu компонен-
ты вектора перемещений; 1 2 3σ ,  σ ,  σ  — главные напряжения; Ф( )P  —  задавае-
мая функция кривой упрочнения материала; p — контактное давление; K — 
контактная жесткость;  — зазор между контактирующими поверхностями;  

33  — компонент тензора напряжений. 
Контактирующие поверхности сформированы следующим образом. На 

ровные поверхности тел, параллельные плоскости X0Y, наносится сетка узлов, 
которые затем сдвигаются по нормали к поверхности на 0…5 мкм в соответ-
ствии с масштабированной фрактальной функцией Веерштрасса — Мандель-
брота [1, 2]. Для модели с шероховатостью первого уровня сетка имеет размер  
4 × 4 узла, а для шероховатости второго уровня — 22 × 22 узла. Принятые пара-
метры функции: размер поверхности L = 0,0225 мм, фрактальная шероховатость 
G = 1∙10–6 мм, фрактальная размерность D = 2,3, масштабный параметр γ = 1,5, 
число волн M = 10, максимальный номер частоты nmax = 17, длина отсечки  
Ls = 1∙10–2 мм. Полученные негладкие поверхности, использованные в расчетах, 
показаны на рис. 2. 
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Для моделирования деформирования объема материала использованы изо-
параметрические конечные элементы SOLID187. Элементами CONTA174 по-
крыта нижняя контактная поверхность, а элементами TARGE170 — верхняя. 

Площадь контакта для всей поверхности в программном комплексе ANSYS 
определяется при включении параметра Contact area в инструменте Results 
Tracking. 

Влияние плотности конечно-элементного разбиения. Для определения 
влияния поверхностной плотности сетки на площадь фактического контакта 
задачу решали на модели с шероховатостью второго уровня. Область контакти-
рования неровных поверхностей до деформирования приведена на рис. 3. Ма-
териал — сталь с модулем упругости Е = 210 ГПа и коэффициентом Пуассона  
 = 0,3. Материал считается изотропно упрочняющимся, и диаграмму пластиче-
ского деформирования аппроксимировали билинейно с пределом текучести  
т = 240 МПа при касательном модуле Et = 10000 МПа. Давление Р = 10 МПа. 

Рис. 3. Недеформированное состояние бугорков  
в области до контактирования 

Рис. 2. Модели контакта шероховатых тел: 
a — с шероховатостью первого уровня; б — с шероховатостью первого и второго уровней 
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Для определения влияния ошибок аппроксимации сетку конечных элемен-
тов измельчали, соответственно увеличивая число шагов нагружения. Результа-
ты расчетов без измельчения и с однократным и двукратным измельчениями в 
области контакта командой REFINE приведены в таблице и на рис. 4.  

Площадь контакта в зависимости от измельчения сетки 

Параметры области контакта 
Уровень измельчения 

Без измельчения Однократное Двукратное 

Число шагов нагружения 237 358 624 
Площадь контакта, мкм2 0,441 0,637 0,641 
Изменение площади фактического 
контакта от измельчения, % – 44 0,7 

Число элементов в пятне контакта 20 102 359 
Число элементов по краю пятна кон-
такта (в сечении) 8 19 39 

Перемещение по оси z, мкм 1,269 1,378 1,398 
Приращение перемещения  
по оси z, % – 8,6 1,5 

  

Рис. 4. Изменение площади контакта от измельчения сетки: 
а — без  измельчения; б — однократное измельчение; в —  двукратное измельчение 
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Отметим, что из-за несоответствия конечно-элементных сеток контак- 
тирующих поверхностей точно описать область фактического контакта не уда-
ется и имеет место геометрическая погрешность до 10 % при отношении пери-
метра области к среднему размеру конечных элементов, попадающих на пери-
метр, более 10. При большем отношении погрешность уменьшается, и наоборот. 
Указанная особенность является одной из главных причин повышения точно-
сти при измельчении сеток (см. таблицу). 

На неизмельченной сетке при деформировании гладких поверхностей часто 
заметно, что конечные элементы типа CONTA174 сминаются буграми, неровно. 
Неверная форма элементов и, следовательно, неверная форма поверхности при-
водят к физически необоснованным зазорам, что отражается на площади кон-
такта. Элементы типа TARGE170 подвержены такому искривлению заметно 
меньше. 

На рис. 5 приведены результаты расчета после смятия на неизмельченной 
сетке. 

Рис. 5. Поверхности на шаге деформирования; обведена область элемента № 5825: 
a — шаг № 219;  б — шаг № 220 

Искривление элементов CONTA174 формируется из-за особенностей реа-
лизации в ANSYS контактного алгоритма на основе расширенного метода Ла-
гранжа. Например, при смене шага счета с № 219 на № 220 элемент SOLID187  
№ 5825 (CONTA174 № 35979) резко меняет свою кривизну — из выпуклого на 
вогнутый, узел глубоко продвигается в материал (см. рис. 5). В этот момент (шаг 
счета № 220) происходит скачок значений контактного проникания и контакт-
ной жесткости. При этом максимальная пластическая деформация достигает 
0,33 при установленном ограничении 0,15, что требует дополнительных итера-
ций. Изменение числа шагов нагружения не влияет на этот эффект. 

При применении однократного измельчения поверхность становится заметно 
более гладкой (рис. 6). А при двукратном измельчении картина меняется незначи-
тельно. Таким образом, измельчать элементы более одного раза нецелесообразно. 

Замечено, что искореженные элементы возникают, как правило, в области, 
напротив которой противоположная контактирующая поверхность расположе-
на зубцом. Напротив таких зубцов следует изначально формировать элементы 
более правильной формы для более устойчивого счета. 
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Рис. 6. Область контакта после деформирования  
при однократном измельчении 

Избежать лишнего искривления элементов в таких случаях могло бы по-
мочь скругление вершин элементов шероховатости. Вопросы скругления вер-
шин рассматриваются в работе [17], а в [18, 19] получено, что наличие скругле-
ния может существенно изменить площадь фактического контакта. Отметим, 
что вершины реальных шероховатых поверхностей чаще острые, чем скруглен-
ные. Кроме того, скругленные вершины, видимо, более трудоемки в вычислени-
ях и генерации сетки, так как необходимо мельчить сетку на вершине, а острые 
вершины не вызывают существенной неустойчивости в счете. Исходя из этого, 
примем вершины острыми. 

В [20] предлагается внести изменение в функции формы конечных элемен-
тов, заменив полиномы Лагранжа на NURBS или T-сплайны для приближения 
конечно-элементной геометрии к геометрии, формируемой в CAD-системах. 
Наиболее актуально это может быть для областей контакта, когда площадь фак-
тического контакта заметно зависит от точности описания геометрии тела. 
Аналогичный результат обычно можно получить, измельчив сетку в области 
контакта. Это увеличит время расчета, но с ростом производительности ЭВМ 
актуальность применения сплайнов может снижаться. Кроме того, при введе-
нии сплайнов, видимо, время вычисления также увеличивается. Применение 
сплайнов, возможно, позволит избавиться от погрешности решения, связанной 
с отсутствием непрерывности производных на границах конечных элементов. В 
ближайшей перспективе наиболее вероятным применением сплайнов в МКЭ 
видится использование их для создания программ-интерфейсов CAD-FEA. 

При разбиении следует учитывать еще и то, что заметное влияние на величи-
ну вычисленной площади фактического контакта может оказывать равномерность 
объемной плотности сетки вблизи контактирующих элементов шероховатости  
(в области пластической деформации). В [21] выполнены расчеты на конечно-
элементных моделях с различной объемной плотностью сетки и одинаковым чис-
лом поверхностных элементов. Погрешность определения площади фактического 
контакта при наименьшей объемной плотности элементов составила 42,64 %. 
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Влияние учета шероховатости второго уровня. Из-за повышенного 
упрочнения и влияния формы поверхность полностью не сглаживается и при 
наличии шероховатости второго уровня должна иметь меньшую площадь фак-
тического контакта. В результате расчетов с устраненными погрешностями вы-
явлена лишь небольшая разность в площадях. 

Для сравнения были выбраны конечно-элементные модели с контактными 
элементами приблизительно одинаковых размеров (рис. 7). Материал тел — 
медь М2 с модулем упругости Е = 120 ГПа и коэффициентом Пуассона μ = 0,38. 
Материал считается изотропно упрочняющимся, и диаграмма пластического 
деформирования [22] аппроксимирована мультилинейной кривой с пределом 
текучести т = 69,6 МПа. Одно пятно или одна область фактического контакта 
формируются при давлении Р = 8 МПа. 

Рис. 7. Вид сбоку на конечно-элементные модели тел до нагружения  
(a , б — см. рис. 2)  

На рис. 8, 9 приведены результаты расчета формы пятна и площади факти-
ческого контакта. 

Рис. 8. Одна и та же область контакта (a , б — см. рис. 2)  
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Рис. 9. Зависимость площади фактического контакта от нагрузки с учетом 
шероховатости второго уровня и без нее:  

── — модель с шероховатостью первого уровня;  ─ ─ ─ — модель с шероховатостью  
первого и второго уровней 

Разность в площади фактического контакта поверхностей с шероховато-
стью второго уровня и без составила менее 4 %. Отметим, что в данном случае 
не учитывали предварительный наклеп и размерный эффект внедрения.  

Сближение контактирующих тел составило 2,23 мкм для шероховатости 
первого уровня и 2,69 мкм для шероховатости второго уровня. Большее на 21 % 
сближение поверхностей с шероховатостью второго уровня возникает из-за то-
го, что объем материала в деформируемых вершинах в этом случае меньше. 

На рис. 10 видны находящиеся вблизи поверхности, немного отстоящие от 
нее области повышенных напряжений и упрочнения. 

 Рис. 10. Эквивалентные напряжения по Мизесу (a , б — см. рис. 2)  
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Заключение. В программном комплексе ANSYS деформирование при кон-
такте рассчитывается физически правдоподобно при условии достаточно по-
дробного конечно-элементного разбиения, при этом создаются небольшие ис-
кривления поверхностей, которых, возможно, нет в реальности. Влияние этих 
искривлений на сближение поверхностей незначительно и ими можно прене-
бречь. Когда требуется определить только сближение поверхностей, разбиение 
на конечные элементы должно быть настолько плотным, чтобы на каждое пят-
но контакта приходилось порядка 10 конечных элементов в сечении. 

Однако пространственные искривления конечных элементов контактиру-
ющих поверхностей наряду с геометрическими погрешностями аппроксимации 
конечными элементами формы пятна оказывают существенное влияние на 
площадь фактического контакта. Для определения площади контакта с указан-
ными погрешностями менее 1 % требуется дополнительное измельчение сетки 
для минимизации влияния искривлений. По проведенным оценкам в этом слу-
чае пятно контакта должно иметь до 20 и более конечных элементов в сечении. 

Если пятен контакта много, то рекомендации по разбиению применимы к 
наиболее крупным пятнам. Более мелкие пятна разбиваются более грубо, исходя из 
пропорциональности погрешности доли площади пятна в общей площади факти-
ческого контакта. С другой стороны, не должно быть большой разности в разбие-
нии пятен, чтобы избежать останова счета из-за искривления элементов. 

Без учета предварительного наклепа и размерного эффекта внедрения вво-
дить шероховатость второго уровня в задачу деформирования нецелесообраз-
но, поскольку это заметно усложняет конечно-элементную модель. В задаче же 
теплопроводности имеется слабая зависимость теплового потока от формы 
контактирующих бугорков. Соответственно, через пятна контака (см. рис. 8) 
будет передаваться разное количество теплоты. 

Эксперименты дают значительно меньшие значения контактной теплопро-
водности по сравнению с расчетами по детерминированным моделям. Основ-
ной причиной этого является не многоуровневая шероховатость в отдельности, 
а в соединении с дополнительным сопротивлением деформированию из-за рез-
ко повышенных механических характеристик материала вследствие предвари-
тельного наклепа и размерного эффекта. 
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Abstract Keywords  
Precision engineering predicts thermal and electrical contact 
conduction as well as friction and wear of instrument parts by 
analyzing contact mechanics. Real contact area is a key param-
eter for such an analysis. In this article we describe a method to 
determine the real contact area of the interaction of two rough 
bodies under the external pressure. Using micron-sized bodies 
contact example we studied the effect of the mesh density on 
the result. The article helps choose the mesh density to reduce 
calculation errors. We compared the calculation results for the 
first and second level roughness models. Our findings show 
that, disregarding the indentation size effect, the real contact 
area does not change substantially when choosing a model with 
the second level roughness 
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