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Аннотация Ключевые слова 
Для наиболее сложной задачи управления многомерной 
динамической системы с представлением в пространстве 
состояний, когда размерность вектора выхода системы 
меньше размерности вектора состояния, разработан эффек-
тивный метод управления по выходу ее спектром. В тради-
ционной постановке в этом случае сначала решается задача 
оценки недостающих компонент в векторе выхода (синтез 
динамического наблюдателя состояния), а затем — синтез 
стабилизирующего управления (синтез статической обрат-
ной связи). Это приводит к существенному росту размерно-
сти состояния замкнутой системы. Разработанный метод 
позволяет осуществлять синтез управления без решения 
задачи оценки вектора состояния. Метод основан на приме-
нении специальной декомпозиции динамической системы, 
одинаков для непрерывного и дискретного случаев описания 
модели системы, не имеет ограничений по алгебраической и 
геометрической кратностям задаваемых элементов спектра, а 
также позволяет строить решение в аналитическом виде и 
осуществлять параметризацию множества решений 
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Задача управления спектром динамической системы по выходу относится к 
разряду классических систем, однако, пока не имеет исчерпывающего решения  
[1–5]. Данная задача актуальна, когда при управлении не используют динамиче-
ские расширения в виде различных наблюдателей состояния, а применяют об-
ратные связи по выходным сигналам. Это же следует отнести и к системам с 
большой размерностью пространства состояний n (тысячи и десятки тысяч). 
Сегодня такие системы имеют место в различных областях техники. 

Рассмотрим полностью управляемую и наблюдаемую линейную динамиче-
скую систему 
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 ( ) ( ) ( ),t t t  A Bx x u  ( ) ( ),t tCy x  (1) 

где nx  — вектор состояния; ru  — вектор входа; my  — вектор выхо-
да;   — множество действительных чисел; 1,n  ;m r n     — символ, обо-
значающий при ( ) ( )t t  x x  — непрерывную, а при ( ) ( 1)t t  x x  — дискрет-
ную систему. Предполагается, что матрицы ,n rB  m nC  имеют полные 
ранги, а спектр (множество собственных значений) матрицы n nA  равен 

     eig : det 0, 1,...,i i n i n      A I A , 

где   — множество комплексных чисел (комплексная плоскость); nI  — еди-
ничная матрица размера .n n  

 Пусть   — заданный спектр. Требуется для системы (1) найти закон 
управления с обратной связью ( ) ( ) ( )t t t F FCu y x ,  где r mF  — матрица 
регулятора по выходу, чтобы спектр матрицы A BFC  удовлетворял равен-
ству  eig .  A BFC  

 Для определенности положим m r  и введем в рассмотрение многоуров-
невую декомпозицию системы (1) следующего вида [5]: 
 0 0 0, ,  A A B B C C  (2) 

—  нулевой уровень декомпозиции;  

 T T
1 0 1 0 0 1 0 00 0 0 0, ,     A B A B B B A B C C A B  (3) 

—  первый уровень декомпозиции; 

 T T
1 1 1 1 11 1 1 1, ,k k k k k k k kk k k k

   
         A B A B B B A B C C A B   (4) 

—  k -й уровень декомпозиции;   

 T T
1 1 1 1 11 1 1 1, ,M M M M M M M MM M M M

   
         A B A B B B A B C C A B  (5) 

—  M-й уровень декомпозиции (здесь ceil( / ),M n r  где ceil (*)  — операция 
округления числа «*» в сторону большего значения). 

 В формулах (2)–(5) для 0,k M  фигурируют матрицы: 

   1T , 0,k
k k k rk k k

k


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 
    
 

B
B B B B B B I

B
;  

  
1

T T, 0, ,
k

k mk k k k k
k



   


 
    

 

C
C C C C C C I

C
  

где верхним индексом «» обозначены полуортогональные аннуляторы (дели-
тели нуля), а верхним индексом «  » — псевдообратные матрицы Мура — Пен-
роуза [6]. 
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Введем в рассмотрение форму регуляторов для управления спектром на со-
ответствующих уровнях декомпозиции (в обратном порядке): 

  M M MM M M
    F B B A C  (6) 

—  M-й уровень декомпозиции; 

   1,k k k k k k kk k k
     

    F B B A C B B F B  (7) 

—  k-й уровень декомпозиции; 

  1 1 1 1 1 1 21 1 1,         F B B A C B B F B  (8) 

—  первый уровень декомпозиции; 

  0 0 0 0 0 0 10 0 0,         F B B A C B B F B  (9) 

—  нулевой уровень декомпозиции. 
 Справедливо утверждение. 
 Теорема 1. Пусть ,m r  следующие матрицы существуют и попарно пол-

ностью управляемые: 

    T T, ,MM M M M M M M M
       G B A C B C H B C   

    T T, ,k k k kk k k k k
       G B A C B C H B C   

    T T
1 1 1 11 1 1 1 1, ,       G B A C B C H B C   

    T T
0 0 0 00 0 0 0 0, ,       G B A C B C H B C   

тогда существует непустое множество матриц ,iK  0,i M  таких, что 

     T T
i i i i i i ii i i i i

          G H B A C B C B CK K   

и для (6)–(9) выполняются равенства 

  eig eig( ),M M M M M  A B F C   
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1
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M

k k k k i
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  A B F C   

  1 1 1 1
1
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i
i

  A B F C   
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1
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1
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
    A B F C A BFC  

где 
1

1
eig( )
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i

i




   .  
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Блок-схема, поясняющая алгоритм формирования матриц (6)–(9), приведе-
на на рис. 1. 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма формирования управления 

Для случая m r  теорема 1 имеет дуальную формулировку. 
Теорема 2. Пусть m r , ceil( / )N n m , выполнена декомпозиция системы 

(1) вида 
 0 0 0, , ,  A A B B C C    
 T T

1 0 1 0 0 1 0 00 0 0 0, , ,     A C A C B C A C C C A C    
 T T

1 1 1 1 11 1 1 1, , ,k k k k k k k kk k k k
   

         A C A C B C A C C C A C      

 T T
1 1 1 1 11 1 1 1, , ,N N N N N N N NN N N N

   
         A C A C B C A C C C A C    



Управление по выходу  спектром больших динамических систем 

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2016. № 4 69 

следующие матрицы существуют и попарно полностью наблюдаемы: 

    , ,NN N N N N N N N
       G B C B A C H B C   

    , ,kk k k k k k k k
       G B C B A C H B C   

    11 1 1 1 1 1 1 1, ,       G B C B A C H B C   

    00 0 0 0 0 0 0 0, ,       G B C B A C H B C   
тогда существует непустое множество матриц ,iL  0,i N  таких, что 

    T T
i i i ii i i i i i i i

          G H B C B A C B CL L   
и при 
   ,N M MM M M

    F B C A C    
   T

1, ,k k k k k k kk k k
     

    F B C A C C C C F   
   T

1 1 1 1 1 1 21 1 1, ,         F B C A C C C C F   
   T

0 0 0 0 0 0 10 0 0,         F B C A C C C C F   
выполняются равенства 

  eig eig( ),N N N N N  A B F C   

  
1

eig eig( ),
M

k k k k i
i k 

  A B F C   

  1 1 1 1
1

eig eig( ),
M

i
i

  A B F C   

    
1

0 0 0 0
1

eig eig eig( ),
N

i
i




    A B F C A BFC  

где 
1

1
eig( ) .

N
i

i




     

Как и в [5], в предложенном решении используются при преобразованиях 
только полуортогональные и псевдообратные матрицы, что, по крайней мере, не 
ухудшает обусловленность уравнений. Подход не содержит ограничений в виде 
различия алгебраической и геометрической кратности элементов назначаемого 
спектра, а также ограничений на размерность решаемой задач. Это подтвержда-
ется математическим моделированием, которое показало высокую относитель-
ную точность управления спектром и практическое отсутствие ограничений на 
размерность системы (1). В качестве примера на рис. 2 приведен исходный 
спектр большой системы (1) с матрицами 
 randn( ), randn( , ), randn( , ),n n r m n  A B C  

где 1800,n   / 2,r n  /2,m r r   randn( , )v w  —     матрица размера ,v w   эле-
менты которой распределены по псевдослучайному закону с нулевым средним, 
а на рис. 3  —     ошибки формирования заданного спектра, все 1800 элементов 
которого в данном случае равны минус единице, т. е. кратность элементов спек-
тра { 1, 1, ..., 1}      равна размерности пространства состояний. 
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Рис. 2. Спектр исходной системы 

Рис. 3. Ошибки задания спектра замкнутой системы 
 
Отметим также, что предложенный подход позволяет получать аналитиче-

ское решение [3, 7, 8] (в том числе параметризацию множества решений) задачи 
управления по выходу спектром системы (1). 
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Abstract   Keywords 
For the most difficult task of controlling a multivariable dynamic 
system with representation in state space, where the dimension 
of the system output vector is less than the dimension of the state 
vector, there is an effective method of output control.  In the 
conventional formulation, in this case the problem is solved first 
by estimating the missing component vector output (synthesis of 
dynamic observer), and then by the synthesis of stabilizing con-
trol (synthesis of static feedback). This leads to a substantial 
increase in the dimension of the closed system. The developed 
method allows the synthesis of control without solving the prob-
lem of estimation of the state vector. The method is based on the 
use of a special decomposition of a dynamical system, is the same 
for continuous and discrete cases of the description of the model 
system, and has no restrictions on algebraic and geometric mul-
tiplicity of defined elements of the spectrum. It allows us to build 
an analytical solution and to carry out the parameterization of 
the solution set 
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